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Pappa

visade mig stjarnorna






Till min ldsare,

Matematikuppgifter dr det Overgripande temat i den hir avhandlingen.
Utgangspunkten i en avhandling i pedagogiskt arbete dr praktiknira och dirmed
central for matematikundervisning. Men metoder och teorier for att undersoka
mer i detalj vad som hinder nir elever 16ser matematikuppgifter har emellanat
fort mig langt in 1 en laborativ och pre-klinisk” niva av forskning. Det har varit

en spiannande och lirorik tid.

Avhandlingstexten dr upplagd i tva delar. Den férsta delen, som dr skriven pa
svenska, inleds med en beskrivning av bakgrunden. Dir finner du som ldsare en
redogorelse for det didaktiska problem som jag riktat blicken mot och den
vetenskapliga bakgrund som studien bygger pa. Dir kan du dven se vilka
avgransningar som gjorts. Direfter beskrivs de teorier som sitts i arbete i
studien som helhet och i var och en av delstudierna. Sedan foljer en genomgang
av vilken betydelse designforksning haft for avhandlingen. Resultaten
presenteras dels genom en beskrivning av var och en av artiklarna, dels som en
sammanfattande slutsats. Det handlar om hur resultaten kan komma att paverka
larare, lirarutbildare och forskare i deras fortsatta arbete med att utveckla
matematikundervisning och forskning. I den andra delen av avhandlingen
tinner du de forskningsartiklar, d.v.s. de olika delstudierna, som utgér empiriska
grunden for avhandlingen. Artiklarna dr skrivna pa engelska, eftersom malet ér

att na storre delar av forskarsamhallet.

Att skriva en avhandling ir ett ensamarbete, med det ir manga som “te har
hjalpt och pa har skjote te ditta” och utan alla dem hade det inte varit mojligt
att genomfora det hir projektet.

Forst ett varmt tack till mina handledare Héctor och Johan, som ofdrtrutet har
stottat mig genom min doktorandtid. Ola, Maria och Magnus, tack for att ni
djuplist och diskuterat texten pa ett framatsyftande sitt nir den presenterats vid
seminarier. Mina kolleger vid Matematikavdelningen, Institutionen for
pedagogiska studier och i forskargruppen SMEER vid Karlstads universitet har
genom att vara mina kritiska vinner gjort min avhandling battre. Ett stort tack
till alla medlemmar i forskargruppen LICR vid Umead universitet. Utan er hade
jag inte lirt mig halften sa mycket om forskningens premisser, utmaningar och

probleml6sningar.



Tack till Anna, Ann och Elisabeth for att ni lagt ned mycket arbete och hjilpt

mig med mitt skrivande, med referenshantering respektive oversattning,

Tack till alla lirare och forskarstudenter i doktorgradskurserna vid Universitetet
1 Agder och pa NoGSME-sommarskolorna i Danmark, Norge och Estland for
inspirerade samvaro. Tack till Partypinglorna och Fédelsedagsklubben for att ni
gjort min doktorandtid gladare och festligare. Till Zaz, Stacey Kent och Hindi
Zahra som har varit mitt sillskap och hjilpt mig halla humoret uppe genom

manga och langa skrivardagar, kvillar och nitter: tack f6r musiken!

Ett sirskilt tack till Mathias, som bistatt med goda rad och glada skratt i bade
med- och motgang, och till Jorryt f6r att hon bide bokstavligt och bildligt delat

resan med mig.

Min kira familj: Tack till min syster Annika och min svigerska Annica med
familjer f6r allt stod och for att ni dragit ivig med mig pa olika saker sd att jag
blev tvungen att vara ledig. Och slutligen, hur hade jag klarat detta utan er
Peter, Erik och mamma Birgitta? Tack.

Awareness is a universe, not one thing reached all at once and forever.
Because of this, education is a never-ending task an ever-renewed
challenge taking us form one peak to a new departure to climb again to a
new peak and so on.

Caleb Gettengo

Mot nya mal,
Karlstad mars 2014
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Del 1






1 Inledning

Amos, som var en av eleverna i min nya sjua, drojde sig kvar efter
mattelektionen:

’Jo, Yvonne... Det dr en sak jag vill att du ska veta.”

?]2?”

’Jag... kan inte multiplikationstabellen.”

”Nehej, hur dd menar du? Kan du inget av den, inte tvaans tabell eller...?”

”’Ja, jo, jag kan ju tvaans tabell och treans... och femmans, ettans och tians... och
nistan fyrans och sexans.”

”Da kan du ju en hel del.”

”Men jag kan ju inte ... de ddr... du vet... sju ganger atta och sant. Jag £an ju inte

tabellen ju... kan inte lira mig den!”

Amelia gick ocksa i sjunde klass nir jag triffade henne forsta gingen. Hon hade
”svart med matten”, berittades det f6r mig. Hon fick stod av speciallirare, men
den mesta av lektionstiden i matematik var hon hos mig 1 klassrummet med de
Ovriga 23 eleverna. Jag var alldeles nyutexaminerad lirare och jag forsokte pa
olika sitt stotta henne. Hon hade bland annat svart med att rikna ut tal i
decimalform. Hon hade ingen som helst aning om hur mycket 1,5 + 1,25 skulle
kunna vara. Det markliga, som jag inte forstod orsaken till forran langt senare,
var att om enheten var kronor, sa kunde hon direkt ge svaret 2,75. Men om det
inte var nagon enhet, eller om det var nigon annan enhet: meter, kilogram eller
centiliter, etc., sa var det omojligt. ”Téink 1 pengar”, sade jag dd hon kérde fast

och hon jobbade, nagorlunda lyckosamt, vidare med uppgifterna i matteboken.

1.1 Problemformulering

Genom berittelserna om Amos och Amelia kan matematikundervisningen i
skolan ses i blixtbelysning. Den fungerar inte sa vil som den skulle kunna goéra.
Undervisningen leder i stor utstrackning in eleverna i olika lirandestrategier,
som gar ut pa att forsoka lira sig en mingd saker utantill, utan att de egentligen
forstair vad det handlar om (Boesen et al, 2014). Att lira sig termer och
procedurer utantill, ibland utan att forsta, dr en del av att lira sig matematik.
Problemet uppstar ndr det blir den dominerande undervisnings- och
lirandestrategin, eftersom det inte ar mojligt for eleven att utveckla sin
matematiska kompetens till att omfatta exempelvis problemlosningsférmaga
eller begreppsforstaelse genom att lira sig allt utantill. Det dr exempelvis vilkant

att det inte finns ndgon 6verforing fran utantillkunskap i form av fakta och



procedurer till formagan att kunna l6sa icke rutinartade problemuppgifter
(Schoenfeld, 1992).

Det idr antagligen oundvikligt att anvinda metaforer vid beskrivningar av
kunnande, lirande och undervisning. Hiebert (2003) spetsar till det och menar
att amerikanska elever agerar som robotar med daligt minne nir de tar sig an
matematikuppgifter och det finns undersékningar som visar att beskrivningen
tacker in dven svenska elevers beteende (E. Bergqvist et al., 2010). Att elever i
alltfor hog grad strivar efter att lira sig utantill och att imitera processer utan att
forankra sina resonemang i underliggande matematiska principer och idéer
beror pa flera saker. Men en grundliggande slutsats som kan dras frin ett stort
antal studier ér att elever helt enkelt lir den matematik de far mojlighet att lira
(se tex. litteraturéversikten av Hiebert, 2003), d.v.s. procedurella berakningar
och att memorera termer och definitioner. Det medfér att eleverna inte i till-
rackligt stor omfattning ges mojlighet att utveckla och erévra matematisk

kompetens.

Undervisning och lirande ir mangdimensionellt och att finna ez basta
allomfattande undervisningsmetod ar dirfér knappast mojligt. Diaremot dr det
viktigt att urskilja avgorande didaktiska vigval for att utveckla undervisningen
(Brousseau, 1997; Niss, 2007). Ett sadant vigval dr utformningen av matematik-

uppgifter.

Eftersom matematikuppgifter dr centrala i matematikundervisningen dr det
viktigt att 6ka kunskapen om vilka egenskaper 1 dessa som ger rika mojligheter
for eleverna att utveckla matematisk kompetens och dirmed adressera
problemet med utantillirandet. Det handlar dven om att 6ka kunskapen om
uppgifters effektivitet, bland annat eftersom tiden till f6rfogande dr begrinsad
bade for elever och lirare. En viktig aspekt av didaktisk forskning dr hur
relevanta resultaten dr for skolan. Det idr inte intressant for lirare om designade
uppgifter och utvecklade lektionssekvenser inte gar att praktiskt genomféra i
klassrummet (Watson, 2009).

Avhandlingen skrivs 1 anslutning till forskningsprojektet Learning by imitative and
creative mathematical reasoning (LICR). Intentionen med projektet i sin helhet dr att
systematiskt och koherent konstruera kunskap som kan utgéra basen for att
dokumentera robusta samband mellan uppgifters egenskaper och elevers

lirande. Hiebert och Grouws (2007) menar att den sortens studier behdvs for



att skapa insikter om hur lirande och undervisning hinger samman.

Avhandlingens syfte dr mer avgrinsat.

1.2 Syfte

Det 6vergripande syftet med avhandlingen ar att underséka hur olika typer av
matematikuppgifter paverkar elevers mdjligheter till lirande och val av
lirandestrategi. Syftet delas upp i tva delsyften: 1) att testa hypotesen om att
uppgifter som ger elever mojlighet till, och ansvar for, att konstruera sin
kunskap ger effektivare méjlighet till larande, an uppgifter dir en l6sningsmetod
finns presenterad, och 2) att undersoka didaktiska budskap som ligger i lirares

satt att formulera matematikuppgifter.

1.2.1 Fragor som diskuteras i avhandlingen

I avhandlingen presenteras fyra delstudier i var sin artikel. De forsta tre
artiklarna behandlar delsyfte 1 och den fjarde behandlar delsyfte 2.

Den forsta artikeln utreder hur elevers resonemang och uppgifters egenskaper
hinger samman. Det handlar om hur eleverna motiverar sina 16sningsstrategier
nir de arbetar med olika typer av designade uppgifter. Utgangspunkten ar
uppgifter som ger elever mojlighet till att anvinda olika sorters matematiska

resonemang.

Den andra artikeln diskuterar hur trining via tva olika typer av
uppgiftssekvenser paverkar elevers lirande och val av lirandestrategi. I studien
kopplas utfallet av trining, test och de olika matematiska utmaningar

uppgiftssekvenserna innehaller till elevernas kognitiva férmaga.

I avhandlingens tredje artikel underséks hur hjirnans aktivering ser ut, ur ett
kognitivt och neurovetenskapligt perspektiv, 1 en testsituation nir elever trinat

via tva olika sekvenser av matematikuppgifter.

I den avslutande fjirde artikeln diskuteras vilka utmaningar, i termer av
matematiska férmagor och matematiskt innehall, lirarkonstruerade uppgifter
ger elever. Det handlar om att undersoka vilka resurser som lirarkonstruerade
uppgifter pa internet kan vara for lirarkolleger, forskare och inte minst for

elevers larande.



1.2.2 Ansprak — och avgrinsning

Nir elever engageras i att 16sa matematikuppgifter utmanas de pa olika sitt
beroende pa vad uppgiften innehaller. Utmaningar ska hir fOrstds 1 termer av
elevers majligheter och ansvar att anvanda och utveckla sin matematiska kompetens
1 form av problemlosningsférmaga, resonemangsformaga och begrepps-
forstaelse, som ar centrala larandemal i skolmatematiken (se t.ex. Skolverket,
2011, Lgr11). Det giller dven kognitiva utmaningar, exempelvis i termer av

belastning pa arbetsminne.

Probleml6sningsférmaga handlar om att kunna 16sa uppgifter dir eleven inte
kinner till en losningsmetod i forvag. Det giller bland annat att kunna
identifiera och beskriva olika typer av problem och kunna I6sa dem pa limpliga
satt (Niss, 2003). Att kunna resonera dr en grundliggande matematisk férmaga
(Harel & Confrey, 1994; Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001; Umland &
Hersh, 20006). Det handlar om férmagan att folja och bedéma argumentations-
linjer; veta vad ett matematiskt bevis dr och vad som skiljer det fran andra typer
av resonemang; avticka grundliggande idéer i en argumentationslinje; och
formulera formella och informella argument (Niss, 2003). Resonemang ar en
fundamental aspekt av matematik (NCTM, 2000; Niss, 2011) som alltsa
omfattar mer 4n att konstruera ett resonemang. I avhandlingen kommer
begreppet ’forsta” att anvindas for att beskriva (elevers) insikter om ursprung,

forklaringar, mening och anvindning av det (Brousseau, 1997; Lithner, 2008).

I de fyra delstudier som ligger till grund f6ér avhandlingen utformas,
implementeras och/eller analyseras matematikuppgifter. I tre av dem undersoks
specifikt vad elever lir sig nir de pa egen hand arbetar med olika typer av
matematikuppgifter. I den fjirde studeras lirarkonstruerade planerings-
dokument publicerade pa internet. Det ar dock utanfor avhandlingens rackvidd

att studera autentiska klassrumssituationer.

1.3 Teorier som sitts i arbete i relation till problem och fragor

Det o6vergripande teoretiska perspektivet 1 avhandlingen 4r Brousseaus
socialkonstruktivistiska teori om didaktiska situationer (Brousseau, 1997).
Teorin tar avstamp i Piagets konstruktivistiska hypotes om lirande (Herbst &
Kilpatrick, 1999; Kieran, 1998), men Brousseau fokuserar teorin i att
undervisnings- och lirandesituationer maste ha ett didaktiskt syfte. Han menar

att lararen har ett ansvar att skapa en didaktisk situation dar uppgifternas



utformning utgor en viktig del i om lirande kommer att ske. I uppgifterna

behover liraren limna 6ver (en del av) ansvaret f6r lirandet till eleven.

I de fyra delstudierna, som beskrivs 1 artiklarna, anvinds Lithners
resonemangsramverk (Lithner, 2008). Tva begrepp som beskriver olika typer av
resonemang — imitativa och kreativa — sitts 1 arbete, dels som ramar for
uppgiftskonstruktion, dels som tolkningsram for vilka mojligheter och
utmaningar eleven har att forankra sitt resonemang i fundamentala matematiska
idéer. Eftersom kraven i de flesta matematikuppgifter i skolan skiljer sig frin de
precisa och logiska krav som i strikt mening giller f6r matematiska resonemang
(t.ex. matematiska bevis), ses resonemang, i ramverket och dirmed i av-
handlingen, som ett vidare begrepp och appliceras bland annat dven pa

matematikuppgifter for yngre elever.

1.4 Avhandlingens disposition

Avhandlingen bestar av tva delar, forst en 6vergripande och sammanfattande
del (en kappa) och direfter en andra del dir de fyra artiklar som utgér det

empiriska underlaget for avhandlingen presenteras.

Kappan bestar av sju kapitel. I det andra kapitlet beskrivs bakgrunden till
avhandlingens  syfte och  problemformulering. Det handlar om
matematikuppgifter, vilken potential de har och om vilka kognitiva krav
uppgiftslosning  stiller pa  elever. Det handlar dven om  vilka
samhillsforvintningar som finns pa matematikundervisningen och hur den

typiskt genomfors.

I det tredje kapitlet utreds de teorier som sitts i arbete i avhandlingen och det
fjirde handlar om de metodologiska utgingspunkter som avhandlingen har.
Kapitlet beskriver vad som kinnetecknar en designforskningsprocess, som
syftar till att utveckla och forbittra undervisning. Vidare redogors for hur
studierna 1 avhandlingen 4r forankrade i och delar av en siadan

designforskningsprocess.

I det femte kapitlet finns en sammanstillning av artiklarna och i det sjitte
kapitlet sammanfattas artiklarnas resultat i ndgra Overgripande slutsatser. Dar
diskuteras dven antaganden och metodologiska val. Kapitlet innehaller aven en
diskussion om avhandlingens kunskapstillskott och om fortsatt forskning.

Avhandlingens forsta del avslutas med en engelsk sammanfattning. Darefter



foljer en andra del dir artiklarna presenteras och mitt bidrag i varje artikel

beskrivs.

1.4.1 Att kommunicera forskning

Avhandlingens forsta del dr skriven pa svenska. Det ir ett val jag gjort for att
effektivare kunna kommunicera forskningsresultaten dven till larare i skolan och
till lirarstudenter. Det innebir att jag strivat efter att ge didaktiska och
pedagogiska begreppen svensk sprakdrikt. I de flesta fall har vedertagna
svenska begrepp anvants, men i nagra fall ir det mina egna fOrslag pa

terminologi.

1.5 Fran larare till forskare

Flera ar efter det att jag arbetade tillsammans med Amos, Amelia och deras
skolkamrater, inledde jag mina doktorandstudier i pedagogiskt arbete. Jag fick
dirfor mojligheten att pa djupet forsti mer om matematiklirande och
undervisning. Efter kontakt med professor Johan Lithner vid Umea universitet
kunde jag genomfora mitt avhandlingsarbete inom ramen for projektet Learning
by imitative and creative reasoning (LICR-projektet). Det som intresserade mig i
projektet var dels att det 6vergripande syftet med projektet var intressant och
relevant for mig som ldrare, lirarutbildare och forskare, dels att forskare frin

olika vetenskapliga discipliner skulle arbeta tillsammans.

LICR-projektet dr ett designforskningsprojekt. Det betyder att forskarna i
gruppen foérséker utveckla och undersdka olika undervisningsmetoder. En
central del 1 matematikundervisningen, oavsett undervisningsmetod, ar
uppgifterna som eleverna arbetar med. Det blir darfor viktigt 1 projektets férsta
fas att ta sig an matematikuppgifterna och studera dels vilka egenskaper i
uppgifterna som gor att eleverna engagerar sig i att lira sig utantill, dels vilka
egenskaper i1 uppgifterna som gor att de engagerar sig 1 att lira sig principer och

monster.

I avhandlingen presenteras och diskuteras resultat fran studier déir elevers
resonemang och uppgiftsdesign varit ett genomgaende tema. Artiklarna speglar
olika delar av en designforskningsprocess. Slutsatserna i1 avhandlingen kan
forstas 1 termer av insikter om matematikuppgifter och lirande, som bland

annat kan omsittas i liromedel eller i lirares egenkonstruerade uppgifter.



2 Bakgrund

Matematik kan beskrivas som “en abstrakt och generell vetenskap for
problemlésning och metodutveckling” (Kiselman & Roos, 2014). Den ir
abstrakt 1 betydelsen att den frigjort sig frin konkreta gestaltningar och
ursprung och kan dirfér anvandas for att utrycka generella samband och
monster. Matematiken 4r alltsi problemlésande och modellerande till sin
karaktir och dess abstrakta natur kan vara grund for bade upptickarglidje och

utmaningar fér bade elever och lirare.

Nir man behirskar matematik och sa att siga “dger” matematisk kompetens
(Niss, 2011), dr det inte knutet till ett specifikt omrade inom matematiken, utan
ses som flera Overgripande férmagor, exempelvis problemlésningsférmaga,

kommunikationsférmaga och resonemangsformaga:

Possessing mathematical competence means having knowledge of,
understanding, doing and using mathematics and having a well-founded
opinion about it, in a variety of situations and contexts where

mathematics plays or can play a role. (Niss, 2011, s. 17-18)

Det finns flera systematiska beskrivningar av hur vi kan forsta vad matematisk
kompetens dr (se t.ex. NCTM, 2000; Kilpatrick et al., 2001; Niss & Hojgaard
Jensen, 2002). Dir beskrivs matematisk kompetens som (elevers) férmagor att
hantera matematikens sprak och verktyg och att stilla fraigor och besvara dem
inom och med hjilp av matematiken, samt att se nytta och mening med den.
Kompetensen blir synlig nir (elever) befinner sig i situationer dir det finns en

uppgift, ett problem, som kriver matematik fér att kunna hanteras och 16sas

(Niss, 2011).

I avhandlingen undersoks hur olika typer av matematikuppgifter paverkar
elevers mojlighet till lirande i matematik och deras val av lirandestrategier. I det
hir kapitlet kommer darfér bakgrunden till avhandlingens syfte och
problemformulering beskrivas. Inledningsvis diskuteras vad som menas med
matematikuppgifter och vilken betydelse de har f6r matematikundervisning och
for matematiklirande. Direfter lyfts frigan om kravet av att utveckla
matematikundervisningen. Uppgifternas betydelse fér undervisningen och
behovet av att utveckla densamma, leder in till avhandlingens fokus pa
uppgiftsdesign: att undersoka hur olika typer av matematikuppgifter paverkar

elevers mojligheter till lirande och val av lirandestrategi.



2.1 Matematikuppgifter

I matematikundervisningen ir uppgifterna centrala. De utgor navet fran vilket
bade uppmirksamhet och aktiviteter i ett matematikklassrum utgar (Niss, 2003).
De bor dirfor vara utformade for att eleverna ska fi moijlighet att utveckla
matematiska idéer och en matematisk forstaelse (Stein & Smith, 1998). Nir vi
talar om matematikuppgifter ar termen oftast inte entydligt definierad. En
matematikuppgift kan benimnas som ett problem eller en rutinuppgift
beroende pa sammanhanget. I matematikundervisningen anvinds emellanat
ordet ”problem” fér matematikuppgifter med text. Uppgiften i sig behover
alltsa inte vara utformad for att ge eleverna moijlighet att utveckla sin
probleml6sningsformaga for att kallas problem. I forskningsramverk (se t.ex.
Schoenfeld, 1985) betyder ’problem” en uppgift dir eleven inte vet 16snings-

metoden i forvag.

Stein och Smith (1998) definierar matematikuppgifter som aktiviteter i en
klassrumskontext som varar 6ver en viss tid och dar aktiviteten syftar till att
utveckla en viss matematisk idé. Zhu och Fan (20006) beskriver uppgifter (i
liromedel) som en situation dar eleven férvintas komma med en slutsats, eller
ett svar. Niss (2003) kategoriserar uppgifter i frageformuldr, 6vningar och
problem. I avhandlingen kommer “matematikuppgift” och uppgift” att
anvindas synonymt, som en 6vergripande term foér olika typer av uppgifter
(rutinuppgifter, problem etc.) avsedda fér matematikundervisning. Uppgifter
som av uppgiftskonstruktéren dr avsedda att utveckla elevers problem-

16sningsformaga kommer att kallas f6r ”problem”.

Matematikuppgifterna i svenska klassrum kommer till storsta delen frian
liromedel och eleverna arbetar enskilt med dem under en stor del av lektions-
tiden (E. Bergqvist et al., 2010). Matematiklairomedels innehall och uppligg ar
vil undersokta (se t.ex. Haggarty & Pepin, 2002; Johansson, 20006; Lithner,
2003; Zhu & Fan, 2006). Liromedlen innehaller till stor del uppgifter dir en
inledande instruktion och férklaring ges och direfter ett antal uppgifter for att
trina i enlighet med exemplet. De uppgifter som ar ar avsedda att utveckla
elevers problemlosningsférmaga kommer ofta sist i varje avsnitt, och alla elever
forvintas inte géra dem. Som tilligg till liromedlet anvinder lirare exempelvis
egenkonstruerade uppgifter och lektionsplaneringar som de delar med kolleger,

eller utarbetar tillsammans i arbetslag. Samarbetet sker numera dven pa internet
(Hew & Hara, 2007; Olofsson, 2008; Pepin, Gueudet & Trouche, 2013).
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2.1.1 Matematikuppgifters potential

Mason och Johnston-Wilder (2006) pekar pa skillnaden mellan den potential till
lirande olika uppgifter har och de méjligheter som faktiskt ses och anvinds av
elever och lirare. Henningsen och Stein (1997) markte, nir de utformade och
anvinde matematikuppgifter i det amerikanska QUASAR-projektet !, att
komplexiteten 1 uppgifterna minskades da lidrarna implementerade dem.
Skillnaden mellan intentionen i uppgiften, hur den implementerades av liraren
och hur den uppfattades av eleverna, medférde att uppgiftens potential
indrades och elevernas moijligheter att lira begrinsades. Det handlade om
mojligheten att arbeta mot de wunderliggande matematiska idéerna. 1
undervisningssituationen tenderade lararna att forenkla uppgifterna, exempelvis
vid introduktionen eller 1 hur eleverna stottades under tiden de arbetade med

uppgifterna.

For att eleven ska kunna forvalta de mojligheter till lirande en
matematikuppgift ger, sa bor liraren agera didaktisk medvetet menar Brousseau
(1997; 2005). Schoenfeld (1985) hanterade detta genom att utveckla ett av-
gransat fragebatteri nar han studerade hur elevers problemlésningsférmaga
utvecklas. Tanken var att endast leda elevernas uppmirksamhet mot sjilva
problemet och de 16sningsstrategier de anvinde, och dirmed undvika att
forenkla uppgiften. Genom att erbjuda undervisningssituationer dir elever kan
erfara och reflektera 6ver kopplingar mellan kunskap, information, erfarenhet,
strategier etc. menar Burton (1984) att elevers medvetenhet 6kar om existensen
och anvindandet av matematiskt tinkande och resonerande. I arbetet f6r att

skapa mening dr det matematiska tinkandet mediet, menar hon.

2.1.2 Matematikuppgifter och elevers kognitiva processer

Nir en elev arbetar med matematikuppgifter dr det vanligt att den ska halla viss
information i huvet” samtidigt som den ska processa ny information. Det
finns darfor ett samband mellan arbetsminneskapacitet och prestation nir
elever arbetar med matematikuppgifter dven om orsakerna till det inte dr helt
utredda (Nyroos & Wiklund-Hoérnqgvist, 2012; Raghubar, Barnes, & Hecht,
2010). For att kunna genomfoéra komplicerade uppgifter hanterar eleven
relevant information mentalt i arbetsminnet, genom att aktivt uppratthalla,
kontrollera och reglera den. Arbetsminnet kan avlastas med algoritmer eller

procedurer och olika verktyg, som papper och penna, riknare eller dator. Pa det

I Quantitative Understanding: Amplifying Student Achievement and Reasoning
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viset kan elevers uppmairksambhet riktas mot att utveckla begrepp och problem-

16sningsférmaga (Case & Okamoto, 1996).

Matematikuppgifter som engagerar elever i procedurella lirstrategier verkar
aktivera samma kognitiva processer oavsett matematisk niva. Exempelvis visar
Krueger et al. (2008) i sin studie att det 4r samma delar av hjiarnan som aktiveras
nir elever 16ser mer abstrakta uppgifter, som integralberikningar, som nir man
l6ser enklare algoritmer. Nir eleven engageras i uppgifter som kriver andra
typer av matematiska resonemang aktiveras dven andra delar av hjirnan dn de

som dr involverade 1 rena rakneoperationer (se t.ex. Prabhakaran, Rypma, &
Gabrieli, 2001).

Att “tampas” med centrala aspekter av matematiken dr viktigt for elevers
lirande (Burton, 1984; Hiebert & Grouws, 2007; Mason, Burton, & Stacey,
2010). Flera studier har visat att mer utmaning 1 form av en mer kognitivt
anstringande process nir man aterskapar, eller sitter samman, ett begrepp,
metod, etc. verkar vara effektivt. Det dr battre for minnet att man inledningsvis
behover anstringa sig for att aterskapa sin kunskap, dn att den gar litt att
aterskapa (Pyc & Rawson, 2009). De hir resultaten dr dven satta i en under-

visningskontext och har dir visat sig vara effektiva (Carpenter, Pashler, &

Cepeda, 2009; Larsen, Butler, & Roediger, 2009; Wiklund-Hérnqvist, Jonsson,
& Nyberg, 2014). Dock dr det viktigt att papeka att det dr en delikat balans
mellan att uppgiften utgoér en utmaning fér eleven och ger mojlighet till lirande
— och att den istillet blir ett hinder for elevens lirande (se t.ex. Niss, 2007).

Sammantaget leder detta in til behovet av att utveckla matematik-
undervisningen. Vi vet att undervisning i matematik, liksom i alla skolimnen, ar
komplext och att det inte finns nagra enkla, snabba svar pa vad som fungerar
(Niss, 2007). Det dr darfor viktigt att undersdka vad som paverkar elevers

molighet till lirande och val av lirandestrategi.

2.2 Behovet av att utveckla matematikundervisning

Matematikundervisningen syftar till att ge eleverna mdjlighet att inse hur
matematiken kan sittas i arbete 1 olika situationer (exempelvis skola, arbete,
fritid), om hur matematiken utvecklas historiskt och kulturellt, samt om
matematikens karaktir (Niss, 2011). Detta syfte aterfinns dven i de svenska
styrdokumentens skrivningar om férmagor, centralt innehall och kunskapskrav

(se tex. Lgr 11). Uppdragen handlar dessutom om matematik for alla, i
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perspektivet matematikkunnande for den demokratiske medborgaren (Keitel,
2000).

2.2.1 Sokandet efter “better practice”

Bakgrunden till nutidens utbildningspolitiska diskussion kan delvis harledas till
resultat av internationella mitningar som TIMSS, Pisa, etc. (Biesta, 2009; Keitel,
2006; Tate & Rousseau, 2007). Lirare ges signaler om forvintat utfall av
undervisningen genom styrdokument, politiska utspel, debatter och beslut, dar

mitande av elevers resultat ar viktigt.

Uppmirksamheten har dven riktats mot nationella skillnader i hur ldrare
undervisar matematik. En sadan studie dr ”The teaching gap”, dir Stigler och
Hiebert (1999) noterar, efter att ha studerat videoinspelningar fran TIMSS, att
det finns didaktiska skillnader i hur japanska och amerikanska lirare planerar
och genomfér lektioner. De menar att de japanska lirarnas undervisning
kannetecknades av strukturerad problemlosning, medan amerikanska lirares
undervisning i stor utstrickning handlade om att eleverna skulle lira sig termer
och 6va pa procedurer. ”The teaching gap”, bland andra studier med liknande
resultat, har paverkat hur ldrarfortbildning, skolutvecklingsprojekt och
forskning ser ut dven i Sverige?. Studien medférde dven ett intensifierat arbete
med att beskriva matematiska férmagor (se Kilpatrick et al., 2001: ”Adding it
up” och Niss & Hojgaard Jensen, 2002: "KOM-projektet”). Den hir diskus-
sionen har dven paverkat hur liroplaner och kursplaner ser ut, exempelvis
nuvarande styrdokument for grundskolan, dir de matematiska férméagor som
beskrivs 1 kursplanedelen o6verensstimmer vil med kompetensramverket i

”Adding it up”.
2.3 Behovet av att utveckla matematikuppgifter

Flera longitudinella forskningsprojekt visar pa vikten av att systematiskt
utforma matematikuppgifter, exempelvis efter teoretiskt forankrade principer,
for att na effektivt lirande (De Lange, 1996; Lappan & Phillips, 2009; Swan,
Binns, Gillespie, & Burkhart, 2013; Swan, 2006). I dessa har forsknings- och
skolutvecklingsprocessen syftat till att utveckla uppgifter som lirare anvander i

undervisningen for att utveckla en mer sammanhingande och intellektuellt

? Se exempelvis regeringens uppdrag till Skolverket om fortbildningssatsningen
”Matematiklyftet”, U2012/2013GV

(http:/ /www.skolverket.se/polopoly_fs/1.172962!/Menu/article/attachment/U2012
_2103_Mattelyftet.pdf).
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utmanande undervisning. Tanken var att eleverna ska ges mojlighet att utveckla
en mer aktiv syn pd sitt eget matematiklirande och inte se pa matematik som en
rad regler och procedurer att komma ihdg (se t.ex. Swan, 20006). Studierna
omfattar uppgifter som ofta ar komplexa och syftet med dem ar att ge eleverna

moijlighet att utveckla matematiska formagor.

Att lira sig utantill, till exempel tabeller, rikneregler och algoritmer, dr en viktig
del 1 matematiklirandet for fa ett flyt i riknandet och avlasta arbetsminnet
(Kilpatrick et al., 2001). Men om det blir f6r omfattande och det huvudsakliga
syftet med liarandet, minskar mojligheterna att utveckla begrepp och férmagor
(Brousseau, 1997; Hiebert, 2003; Kilpatrick et al., 2001). Watson och Mason
(2000) visar att genomtidnkta sekvenser av proceduruppgifter kan ge underlag
for elever att skapa begrepp. Liknande tankar finns hos Lagrange (2002) och
Drijvers (2002), som menar att riknare och datorstdd kan ge eleverna en kinsla
for egenskaper och rickvidd hos matematiska objekt nidr de arbetar med

rutinuppgifter. Det utgor sedan basen f6r begreppsbildningen.

“Realistic Mathematics Education” frin Nederlinderna (Gravemeijer, 1994)
och ”Mathematics in Context materials” fran USA (Coxford et al., 1999) ir
exempel pa hur noggrant utformade sekvenser av uppgifter kan
uppmirksamma eleverna pa generella monster. I Sverige finns bland annat
utvecklingsarbete med variationsteoretisk ansats (Holmqvist, 2000), inte séillan

gillande grundskolans lagre arskurser.

For att systematiskt undersoka vilka samband det finns mellan elevers lirande
och uppgifters egenskaper anvinds dels Brousseaus teori om didaktiska
situationer (Brousseau, 1997) och Lithners resonemangsramverk (Lithner,
2008), dels en designforskningsansats (McKenney & Reeves, 2012). I de
foljande tva kapitlen kommer avhandlingens teoretiska och metodologiska

ansats att beskrivas.
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3 Teori

I det hir kapitlet beskrivs mer utforligt de tva teorier som sitts i arbete 1
avhandlingen. Bada teorierna har ett kognitivt och socialkonstruktivistiskt
grundantagande och dr empiriskt grundade i en matematikdidaktisk, praktiknira
kontext. Kapitlet inleds med Brousseaus (1997) teori om didaktiska situationer
dir olika delar av en undervisningssituation modelleras. Kapitlet fortsitter
sedan med Lithners (2008) forskningsramverk om imitativa och kreativa

matematiska resonemang.

3.1 Brousseaus teori om didaktiska situationetr

Matematisk kompetens, som det har utvecklas av matematiker i ett visst
sociohistorisk sammanhang av mojliga fragestillningar, dr personligt och
kontextuellt, men matematiken presenteras, exempelvis i skolan, som firdiga
regler och 16sningar (Brousseau, 1997). Det gor att den tappar sitt sammanhang,
blir avpersonifierad och a-kontextuell. For vetenskapsimnet matematik ar detta
inte ett problem, snarare en konsekvens av matematikens visen, men vid
lirande och undervisning kan det vara det. Det kan till exempel innebira att
eleverna 1 hog utstrickning anvinder imitativa och procedurella lirande-
strategier (Brousseau, 1997; Hiebert, 2003).

Umland och Hersch (2006) menar att Oovergangen fran att resonera pa ett
vardagligt sitt om (matematiska) fenomen till ett inom-matematiskt
resonerande dr ett viktigt steg for elevers lirande. Brousseau och Gibel (2005)
pekar pa att detta kan ske genom att liraren skapar en kontext dir matematiska
idéer och principer “uppticks” och provas. Liraren ger pa det viset
matematiska begrepp, termer och monster ett sammanhang. Det ger eleverna
mojlighet genom att géra matematiken till sin egen och skapa mening genom att
(re)konstruera den: ’to make sense of a given collection of experiences” (von
Glasersfeld, 1987, s. 9) och dirmed bygga robusta, anvindbara och matematiskt
torankrade begrepp (Harel & Confrey, 1994).

Det betyder att undervisningen behoéver vara didaktiskt genomtinkt och
erbjuda en lirmilj6 som ir utmanande och som ger eleverna en moijlighet att
fordjupa sig 1 matematiska idéer, att diskutera och resonera (Potari & Jaworski,
2002). Brousseau (1997) framhaller lirarens ansvar for att undervisningen har
ett didaktiskt syfte. Han vinder sig bide mot majevtik att, som Sokrates, stilla

fragor for att leda fram eleven till madlet och mot psykologiska och
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konstruktivistiska modeller 1 Piagets anda dar ansvaret ligger pa eleven att inse
vad som ska liras. Han foreslar i stillet modellen didaktiska situationer £61 att

systematiskt undersoka (och utveckla) lirande och undervisning (Brousseau,
1997; Brousseau & Gibel, 2005).

3.1.1 Didaktiska situationer

Den didaktiska situationen kinnetecknas av att liraren riktar sin undervisning
mot ett speciellt lirandeobjekt, “ett stycke kunskap” (une connaissance). Det
kan vara cirkelns formler, en rikneregel, egenskaper hos fyrhorningar, etc.
Lirandeobjektet ramas in och karakteriseras genom uppgifter — problem — som
1 princip endast kan 16sas med hjilp av detta specifika stycke kunskap”. Nir
eleven 16ser uppgiften genom att konstruera lirandeobjektet Gvergar det till elevens
kunnande (la conaissance prend le statut de savoir). Uppgifterna behéver ligga

inom rackhill for eleven att 10sa.

Den didaktiska situationen innehiller alltsa olika delar, dels att liraren har det
didaktiska ansvaret att vilja lirandeobjekt och utforma eller vilja uppgifter dar
lirandeobjektet kan konstrueras av eleven, dels att eleven accepterar problemet
som sitt eget och arbetar med att l6sa det. Detta beskriver Brousseau (1997)
som en devolutionsprocess, dir eleven delegeras ansvar for lirandet. Detta
menar Brousseau skiljer hans teori fran konstruktivismens idéer om elevens roll

1 undervisningssituationen.

3.1.2 Devolution — delegering av ansvar

For att eleven ska acceptera problemet som sitt eget, pekar Brousseau pa att en
maktforskjutning (une situation dévolution) behover ske; eleven tar makten
over problemet och ser det som sitt eget och liraren limnar 6ver ansvaret till
eleven att 16sa det. Det innebdr att liraren behover forklara reglerna for
aktiviteten, pa samma sitt som i ett spel eller en lek, men dven fortydliga vilket
problem det dr som ska l16sas sa att eleverna dgnar sig at att na det matematiska
malet och inte leds att tro att genomférandet i sig dr det viktiga. Det dr alltsa
regler i form av ramarna for aktiviteten som beskrivs, inte regler i meningen hur

man ska tinka for att 16sa problemet.

La dévolution consiste, non seulement a présenter a I’éleve le jeu auquel
le maitre veux qu’il s’adonne, mais aussi a faire en sorte que I’éleve se
sente responsable (au sens de la connaissance et non pas de la culpabilité)

du résultat qu’il doit chercher. (Brousseau 1988 s.)
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Devolution [att dela makten, att delegera] bestar inte endast av att liraren
presenterar uppgiften som hon vill att eleven ska dgna sig 4t, utan det
handlar dessutom om att fa eleven att kdnna sig ansvarig for (i betydelsen
att kunna ldra, inte skyldig att gbra) att séka efter 16sningen. (Min

Oversittning)

3.1.3 Miljs

Nir eleven dgnar sig at uppgiften aktiveras den i tre olika typer av processer,
menar Brousseau (1997): agerande, formulerande och wvaliderande. Vid
agerandet provar eleven vad som hinder nir den anvinder de regler och den
forkunskap den har att for 16sa problemet. Eleven kommer att skaffa sig
information om den milj6 i vilken problemet befinner sig i (d.v.s. klasskamrater,
plockmateriel, bilder, uppgiftens formulering, etc.) och hur det kan I6sas. Det
uppstar en dialog med miljon, dir aktivitet och respons pa aktivitet ger
information for att dndra — eller behalla 16sningsstrategi. Vid agerandet lyssnar,
analyserar och diskuterar alltsa eleven fOr att bearbeta strategier och finna
l6sningar. For att eleven ska komma vidare behover liraren utmana eleven att
formulera sig. Miljon sitter grinser for och stottar i formulerandet, exempelvis

genom tillgingliga representationer och verktyg.

Milet med att forsitta eleven i en didaktisk situation ar att den ska kunna dra
slutsatser och konstruera kunskaper om lirandeobjektet. Det sker i
validerandet, dir eleven far méjlighet att prova sina antaganden (gissningar) och
om de haller eller ska forkastas som argument. Det gor eleven genom att ha en
dialog med argumentet 4 ena sidan och miljén, erfarenheter och férkunskaper a
andra sidan. Slutligen formuleras lirandeobjektet pa ett generellt vis. Beroende
pa elevens alder kommer formuleringen att innebidra olika grad av
dekontextualisering och formella krav (Umland & Hersh, 2000).

3.1.4 Adidaktisk situation

Elevens agerande, formulerande och validerande sker i interaktion med miljon.
Brousseau menar att i denna del av den didaktiska situationen maste lirarens
roll begrinsas. Det idr eleven som arbetar med att séka l6sningen pa problemet
och ldraren far inte foresla 16sningar som ir liktydiga med lirandeobjektet.
Detta ir det paradoxala med devolutionsprocessen: om liraren berittar vad det
ir hon vill att eleven ska forstd, kan eleven inte lingre erévra det (Brousseau,

1997; Brousseau & Gibel, 2005; Herbst & Kilpatrick, 1999).
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I modellen f6r den didaktiska situationen finns det alltsa en del, som Brousseau
kallar adidaktisk, dér liraren trider tillbaka och eleven ges ansvaret for att
konstruera sin kunskap och det dr eleven som dger processerna. Den birande
idén i den adidaktiska situationen dr alltsa, att lararen inte talar om for eleven
vilket lirandeobjektet dr utan att eleven pa egen hand konstruerar kunskap om
det genom att 16sa problemet. Adidaktisk ska inte forstas som icke-didaktisk.
Det ar ett didaktiskt agerande av liraren.

3.1.5 Didaktiskt kontrakt

I modellen f6r att beskriva didaktiska situationer ingar det didaktiska kontraktet,
som dr den diskursiva 6verenskommelsen om arbetsférdelning mellan elever
och lirare nir det giller lirande och undervisning. Det ar alltsd inte ett kontrakt
1 verklig mening. Det dr implicit och det blir synligt forst som effekter av hur
elever och lirare forstar lirande och ansvarsférdelningen mellan elev och lirare.
Kontraktet ses som en stindigt pagiende forhandling mellan elev och lirare
och det kommer till uttryck exempelvis i vad som hinder da en elev inte forstar,

eller da lararen bedomer ett trivialt svar som bevis for att eleven kan.

Brousseau (1997) beskriver tre foérhallanden dir det didaktiska kontraktet
kommer att fa den didaktiska situationen kollapsa. Det férsta handlar om hur
uppgifter ar utformade och elevernas forviantningar pa vad som ska goras. Han
inspirerades av studier gjorda av Baruk (1985), dir hon undersokte elevers
strategier nidr de arbetade med en sorts ’nonsensuppgifter” (Exempel: en
upprikning av dldern pa spelarna i ett fotbollslag, och fragan hur manga mal de
gjorde 1 matchen). Elevernas svarade oftast pa frigan i uppgiften, exempelvis
genom att addera de tal som foérekommer 1 uppgiften, trots att det inte skapar
mening, och trots att eleverna vet att det dr meningslost. Liknande resultat
framkommer da elever l16ser uppgifter 1 matematik respektive samhillskunskap
(Exempel: Eleverna ska anvinda portotabeller for att rikna ut hur mycket det
kostar att skicka brev eller paket). Eleverna anvinder helt olika strategier
beroende pa vilka forvintningar de har pa l6sningar i respektive amneskontext
(se tex. Siljo, 1992). Elever lir sig hur de ska handskas med matematikens
uttryckssatt och verktyg pa det vis de har storst mojlighet till visar Hiebert
(2003) i sin forskningsoversikt. Brousseau (1997) menar att det ar lirarens del
av kontraktet att utforma uppgifter i en didaktisk situation, som ir relevanta

och som ger eleven moijlighet att na kunskapsmalet.
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De 6vriga tva handlingsmonstren, topazeeffekten och jourdaineffekten, som
sitter den didaktiska situationen ur spel illustrerar Brousseau genom passager
fran tva teaterstycken’, som troligen ar mer kidnda i en fransk kontext 4n i en
svensk. I de foreliggande studierna ir inte dessa effekter aktuella att utreda i
djupet, eftersom datainsamlingen inte skett i situationer dir lirare och elever
interagerar. Dock kan nimnas att topazeeffekten handlar om att lotsa eleverna
forbi eventuella svarigheter och dirmed minska — eller helt eliminera —
elevernas mojligheter att knyta an till matematiska principer och konstruera
kunskap om ldrandeobjektet. Jourdaineffekten handlar om att ldraren,
exempelvis fOr att fora samtalet eller lektionen vidare, bedémer elevers triviala
svar som bevis pa att de natt kunskapsmalet. Dirmed gar eleven miste om
mojligheten att kunna skapa mening i sammanhanget och formulera och

validera sina argument.

Teorin om didaktiska situationer ar en systematisk beskrivning av lirande,
matematikundervisning och rollférdelningen mellan elever och ldrare. 1
avhandlingen anvinds konstruktet adidaktiska situationer vid uppgiftsdesign och
analys. Det handlar om att utforma en situation dir ansvaret ir delegerat till
eleven och den accepterar problemet som sitt eget och tar ansvar sitt lirande
och interagerar med miljon (uppgiften). For att underséka vad elever faktiskt
gor nir de l6ser uppgifter och pa vilket sitt detta paverkar elevernas
kunskapsniva anvinds Lithners (2008) forskningsramverk om matematiska re-

sonemang. I nista avsnitt beskrivs ramverket mer i detal;.

3.2 Lithners forskningsramverk om matematiska resonemang

Syftet med ramverket idr att karakterisera olika typer av resonemang och
torklara orsaker till och konsekvenser av elevers anvindande av olika
resonemangstyper. Resonemang betraktas som en produkt av elevens tinkande.
Elevens resonemang yttrar sig i form av en resonemangssekvens, som borjar
med uppgiften och slutar med ett svar (Lithner, 2008). Det dr den tankekedja av
antaganden och slutsatser som eleven wutvecklar nir den Ioser en
matematikuppgift. Det kan vara ett felaktigt resonemang, sa linge som eleven,
for egen del, har rimliga skil som motiverar tankekedjan. Resonemang ses som

ett vidare begrepp 4n matematiska bevis.

3 topaseffekten, frain Marcel Pagnols satiriska pjis "Topaze” och jourdaineffekten, fran Molieres
komedi "Den adelstokige borgaren” (Le bourgeois gentilhomme)
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Ramverket ar avsett att anvindas for praktiknira forskning, som syftar till bade
att systematiskt utveckla kunskap om lirande och till att utveckla undervisning.
Det bygger pa antaganden fran kognitiv psykologi och socialkonstruktivistiska
overviganden nir det giller att forklara kausalitet och konsekvenser. Lithner
(2008) menar att typen av matematiska resonemang som eleverna aktiveras i nar
de l6ser uppgifter verkar vara en nyckelaspekt vid lirande och antagandet ar att
utantillirande uppstar ur imitativt resonemang och att dess motsats ér kreativt
resonemang. Kreativiteten ses i betydelsen att eleven skapar, eller aterskapar, en

16sning som ir ny for eleven.

3.2.1 Imitativt resonemang

Empiriska studier har visat att det finns tva typer av imitativa resonemang som
elever anvinder: memorerade och algoritmiska (T. Bergqvist, Lithner, &
Sumpter, 2008; Boesen, Lithner, & Palm, 2010; Lithner, 2000; Lithner, 2003;
Palm, Boesen, & Lithner, 2011). Nir eleverna anvinder memorerade
resonemang, sa ar strategivalet att ur minnet aterskapa ett komplett svar och att
sedan skriva ned det. Strategivalet dr verkningsfullt nir det giller att aterge
faktakunskaper, som tabeller eller enhetsomvandlingar, men dr mindre
anvandbart nir det giller att forsta inneborden 1 exempelvis ett bevis (Lithner,

2008).

Algoritmiska resonemang (AR) bygger pa att anvinda en memorerad eller
tillgdnglig (t.ex. given av ldraren eller liroboken) procedur, utan att skapa en ny
l6sningsmetod. Lithner (2008) papekar att begreppet “algoritm” i denna
anviandning omfattar mer dn uppstillningar fér olika riknesitt. Syftet med en
algoritm ar att den ska ta hand om de delar i elevens arbete med att l6sa
uppgiften som kan vara kognitivt krivande. Tanken med att anvinda en
algoritm dr att losa (grupper av) uppgifter snabbt och ritt. Om eleven
identifierat en limplig algoritm édr det bara slarvfel som gor att svaret kan bli fel.
Brousseau (1997) papekar att konsekvensen av det dr att eleven inte behéver

skapa mening och forankra sina argument i matematiska principer:

.. the importance [of an algorithm] resides in the fact that the algorithm
can be determined in advance, the execution of the n™ instruction
doesn’t depend on any circumstance not foreseen in the n-1" instruction;
it doesn’t depend on the findings of new information, on any new
decision, any interpretation, and therefore on any meaning attributed to
them. (Brousseau, 1997, s. 129)
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3.2.2 Kreativt resonemang

En elev som anvinder kreativt resonemang (creative mathematically founded
reasoning, CMR) ndr den l6ser en uppgift skapar en, for eleven, ny
resonemangssekvens, eller aterskapar en sekvens som den gléomt. Eleven
anvinder argument som stodjer de strategiska valen den gér och motiverar
varfor slutsatser dr sanna eller troliga. De argument som anvands ar férankrade

1 matematiska principer och egenskaper:

...in [creative mathematically founded reasoning] the epistemic value lies
in the plausibility and logical value of the reasoning, in [memorized
reasoning] and [algorithmic reasoning] it is determined by the authority
of the source of the imitated information. (Lithner, 2008, s. 267)

Lithner papekar att kreativa resonemang inte behéver utgéra en utmaning for
eleven pa det sitt som problemlosning gor. Kreativa resonemang kan vara
elementira. Trots det, konstaterar han, ar kreativa resonemang ovanliga och
algoritmiska resonemang dominerar i lirande och undervisning (se tex. T.
Bergqvist et al., 2008; T. Bergqvist & Lithner, 2012; Lithner, 2003; Palm et al.,
2011).

Bada teorierna kommer att anvindas i avhandlingen for att studera och foérklara
hur olika typer av matematikuppgifter paverkar elevers mojlighet till lirande
och val av lirandestrategi. Brousseaus teori anvinds pa ett 6vergripande plan

och Lithners ramverk pa ett lokalt plan.
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4 Metodologi

I avhandlingens andra kapitel berérdes helt kort ett antal olika
forskningsprojekt dar design av matematikuppgifter och undervisningsmetoder
varit 1 fokus. I det hir kapitlet kommer utformning och utvecklande, dvs.
design, av utbildning som metodologisk utgingspunkt fér forskning att
beskrivas mer i detalj. Kapitlet inleds med en Oversikt Over ett urval av
designforskningstraditioner och direfter en férdjupning av vad som avses med
designforskning i den hir avhandlingen. Den senare delen av kapitlet dgnas
dirfér dt att beskriva hur designforskningens principer har styrt hur

avhandlingens delstudier har utformats.

Begreppet  designforskning  kommer att anvindas f6r att  beskriva
utbildningsdesignforskning (d.v.s Educational Design Research, se McKenny &
Reeves, 2012). Det dr alltsd inte fraigan om designforskning, som exempelvis i
betydelsen utveckling av dataprogram eller produktutveckling, utan det handlar
om forskning specifikt riktat mot att utforma och foérbittra undervisning. Syftet
med utbildningsdesignforskning dr att forbattra undervisningen och darmed ge
elever bittre mojligheter att ldra. Utbildningsdesignforskningens utgangs-
punkter dr praktikndra och bade beskrivande och féreskrivande (Edelson,
2002; McKenney & Reeves, 2012; Van den Akker, Gravemeijer, McKenney, &
Nieveen, 2000).

Burton (2002) pekar pa den sammanflitade relationen mellan epistemologi och
metodologi. Hon menar att det dr av vikt att redogora for pa vilket vis och
under vilka forutsittningar en viss metod skapar mening, eftersom det finns
manga sitt att utféra forskningsstudier. Denzin och Lincoln (2000) beskriver
forskningsparadigmen som tolkningsstrukturer, som ramar in och haller
samman och vigleder forskaren. Det tillsammans med utvecklingen fran
lirarens normativa perspektiv till forskarens analytiska (Labaree, 2003) utgor
grunden for de explicita eller implicita antaganden som formar forsknings-
designen i den hir studien (Steiner, 1987). I det hir kapitlet fortydligas déarfor de

metodologiska 6verviganden som guidat arbetet med den hir avhandlingen.

4.1 Utbildningsdesign som metodologisk utgiangspunkt

Inledningsvis i det hdr avsnittet beskrivs kortfattat nagra olika exempel pa
designforskningsprojekt. Det som binder dem samman dr det praktiknira

anslaget, den teoretiska férankringen och viljan att férbittra undervisningen
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och dirmed elevernas moijligheter att lira matematik. Direfter resoneras om
konsekvenser for och begrinsningar av att vilja designforskning som
metodologisk  utgangspunkt mer ingiende. En  huvudpoing med
designforskning som understryks av bl.a. Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer och
Shauble (2003) samt McKenney och Reeves (2012) ér att den producerar bade

teoretiska och praktisk anvandbara resultat:

Design experiments are pragmatic as well as theoretical in orientation in
that the study of function — both of the design and of the resulting

ecology of learning — is at the heart of the methodology. (Cobb et al.,
2003,s.9)

4.1.1 Ndgra olika traditioner och exempel

Forskningsprojekt for att utveckla och forma matematikundervisningen har
forekommit i olika former och med delvis olika fokus. I projekten har lirare
varit mer eller mindre involverade i utveckling och implementering. Ett
exempel pa ett av de mer omfattande dr hur Freudenthals idéer om matematik
och matematiklirande (Wiskobas — Realistic Mathematics Education) har
utvecklats och implementerats pa alla nivaer i lirarutbildning, fortbildning,
forskning, utveckling liromedel och liroplansutveckling, etc. 1 Nederlinderna
(se t.ex. Treffers, 1987; Van Den Heuvel-Panhuizen, 2003). I Frankrike och
Italien har utvecklingen av matematikundervisningen fokuserat pa att utforma
mer precist designade lektioner eller prototyper av lektioner som sedan
utvecklats tillsammans med ldrare (se t.ex. Artigue och Perrin-Glorian, 1991, f6r
den franska designmodellen "Didactical engineering" och Arzarello och Bussi,
1998 samt Boero och Dapueto, 2007, fér den italienska "Research for
innovation"). Liknande sitt att arbeta kan ses inom “Learning study” (se t.ex.
Holmgqvist, Brante och Tullgren, 2012, Runesson, Kullberg, och Maunula, 2011,
samt van Bommel, 2012) och i ”Community of inquiry” (se t.ex. Goodchild,
Fuglestad och Jaworski, 2013, samt Jaworski, Goodchild, Eriksen och Daland,
2011) dar lirare och forskare tillsammans utformar, utprovar och forfinar

lektionet.

I USA har flera omfattande projekt genomfoérts dir den bakomliggande tanken
har varit att bygga upp en kunskap hos lirare nir det giller barns och
ungdomars fOrstaelser av olika matematiska begrepp, som tal i brakform,

proportionalitet etc. och hur eleverna kan utmanas kognitivt for att utveckla
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matematiska begrepp (se t.ex. Cobb et al., 2003 om ”Design Research”, och
Henningsen och Stein, 1997, om ”Cognitively challenging tasks”).

De projekt och forskningsprogram som berérts ovan har niagra gemensamma
drag: syftet dr att forbattra undervisning och lirande; de idr teoretiskt grundade
och bestar av ett antal iterationer av interventioner. Edelson (2002) menar att
det skett en utveckling av vad designforskning dr — fran att ha varit ett sitt att
testa teorier om ldrande och undervisning, till att anvinda iterativa och
formativa ansatser i en praktikndra kontext. I kommande stycken beskrivs f6rst
hur dessa ansatser karakteriserar designforskningen generellt och darefter

specifikt hur de anvinds i den hir avhandlingen.

4.1.2 Designforskning

Designforskning handlar om att genom cykler av interventioner, férstd mer om
kopplingen mellan undervisning och lirande, och dirmed forbittra nista
intervention. Syftet dr att skapa anvandbara och hallbara resultat for skol-
vardagen. I den iterativa processen studeras hur interventioner fungerar i en
viss milj6 och ett dialektiskt férhallande rader mellan intervention/utfall och de
teoretiska principer som styr, exempelvis, utformningen av matematikuppgifter
(se t.ex. Collins, Joseph & Bielaczyc, 2004). Det ir ett resurskrivande sitt att
bedriva forskning, och det tar tid (McKenney & Reeves, 2012).

Schoenfeld (2007) avrader forskare fran att forcera fram forskningsprocessen.
Han menar att det ar olyckligt om hoppet mellan pedagogiska och didaktiska
idéer om vad som “borde funka” till storskaliga experiment ar for kort, 1 termer
av metodutveckling och kvalitet pa interventioner. Schoenfeld jimfér med
medicinsk forskning dir forskningsprocessen priglas av tre faser. Han foéreslar
dirfor att motsvarande faser kan utgéra utgangspunkten for den overgripande
designen av evidensbaserad utbildningsvetenskaplig forskning: 1) design-
experiment, 2) praktiknira studier dir implementation och resultat kan studeras

under typiska férhallanden, och 3) validering genom storskaliga studier.

Grinsen mellan design och forskning suddas ut i designforskning (Edelson,
2002) och designprocessen, interventionen och teorin verkar tillsammans.
Utvecklandet och utformandet av interventionen ger forskare (och lirare)
mojligheter att lara sig saker om undervisning, lirande och forskning som inte
ir mojliga att géra pa annat sitt: “design provides an opportunity to learn

unique lessons” (Edelson, 2002. s. 107). Det ar tva olika typer av lirdomar som
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kan dras, menar han, beskrivande och foreskrivande. Edelson pekar alltsa pa
den normativa ansatsen som oundvikligen kommer att vara ndrvarande nir
syftet dar att forbittra undervisning. Utgangspunkten dr att det finns en
undervisningssituation som har en forbattringspotential och det kommer under
designforskningsprocessen att uppstd foérslag pa hur denna potential ska
utnyttjas (Cobb et al., 2003; McKenney & Reeves, 2012).

For att uppna detta behover de principer som styr utformningen av intet-
ventionen vara teoretiskt val underbyggda (se t.ex. Fahlgren & Brunstrom,
2014; Granstrém & Olsson, 2013). En designforskningsprocess som inte ar
underbyged av ett teoretiskt ramverk riskerar att endast bidra med
slumpmissiga kunskapstillskott (Kelly, 2006). Antaganden som ligger till grund
for val av metoder och valida data behéver klargoras och att rickvidden av
resultaten problematiseras. Exempelvis lyfter Kelly fram frigan om hur

resultaten kan generaliseras 6ver olika individer eller populationer.

Som vi sett exempel pa i kapitlets inledande avsnitt, dr designforskning i sig
mangfacetterad och studieobjektet komplext. Det finns dock nagra
6vergripande idéer som utmairker och styr en designforskningsprocess. Enligt
McKenney och Reeves (2012) kinnetecknas designforskning av att forsknings-
processen dr teoretiskt orienterad, den inbegriper praktiknira interventioner
och den handlar om att olika professioner och experter samarbetar. Processen
ar iterativ och interventioner utformas efter de lirdomar som dragits vid
tidigare interventioner, av forstudier och annan forskning. Narheten till skolans
praktik dar en viktig del i designforskning, men McKenny och Reeves (2012)
pekar pa att det ska forstas i ett vidare perspektiv:

...references to ’practice’ are done so in a broad sense. Here, practice
refers not only to the work conducted in classrooms and schools, but
also to the work that directly affects classrooms and schools. (McKenny
och Reeves, 2012, s. 17, forfattarnas kursivering)

I nista avsnitt beskrivs forskningsprocessen 1 avhandlingen och

designprocessen i LICR-projektet med utgangspunkt i dessa kvaliteter.

4.1.3 Avhandlingsarbetets premisser

Malet for forskningsprocessen i1 avhandlingen dr att forsta mer om elevers

lirande 1 matematik och att forsta mer om problemet med utantillirande, som
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ar en av anledningarna till elevers svarigheter med att utveckla sin matematiska
kompetens. Bakgrunden till den teoretiskt orienterade designprocessen i LICR-
projektet ar flera empiriska studier 1 matematikdidaktik (t.ex. T. Bergqvist et al.,
2008; Boesen et al.,, 2010; Lithner, 2000; 2003; Palm et al., 2011) i kognitiv
psykologi (t.ex. Baddeley & Hitch, 1974; Pyc & Rawson, 2009; Raghubar et al.,
2010) och 1 kognitiv neurovetenskap (tex. Cabeza & Nyberg, 2000;
Prabhakaran et al., 2001; Zamarian, Ischebeck, & Delazer, 2009). Dessutom har
arbetet i projektet influerats av studier om probleml6ésning (t.ex. Schoenfeld,
1985) och kompetens-ramverk (NCTM, 2000; Niss & Hojgaard Jensen, 2002).
Den overgripande teoretiska ansatsen ar kognitiv och socialkonstruktivistisk
och drivkraften dr empiriskt grundad. Det innebir att de designprinciper som
guidar designprocessen ser elevens egen konstruktion av kunskap som central
idé om lirande. Undervisning ses som situationer med en didaktisk intention
(Brousseau, 1997). Det innebdr att eleven utmanas intellektuellt och ges
moijlighet att konstruera den kunskap om lirandeobjektet som idr malet for

undervisningen.

Rent konkret gestaltas designprinciperna i olika typer av uppgifter och
uppgiftssekvenser. Inledningsvis genomférdes en inventering dir moijliga
uppgifter att utveckla séktes. Det handlade bade om att utforma uppgifter frin
grunden, samt att leta efter uppgifter i liromedel och i olika typer av uppgifts-
banker pa internet. Uppgifterna har provats 1 pilotundersékningar och darefter
sparats eller forkastats. Genom iterationer av interventioner har uppgifternas
egenskaper forfinats sa att de med stor sannolikhet leder eleverna till att
anvinda specifika typer av resonemang nir de l6ser uppgifterna. Effekterna av

elevernas beteende kan sedan studeras exempelvis i form av maluppfyllelse.

Samverkan

Ett annat kidnnetecken for designforskning ar samarbetet mellan olika aktorer
inom skola och akademi. I den kontext dir avhandlingsarbetet dgt rum har
forskande lirare och lararutbildare, samt forskare frin olika universitet och
hégskolor inom och utom landet, samverkat. Forskarnas expertomriden ar
inom matematikdidaktik, pedagogiskt arbete, kognitiv psykologi och kognitiv

neurovetenskap.
Genom samarbetet kan forskargruppens samlade kunskaper anvindas i

designprocessen, for att utveckla matematikuppgifter och metoder. Kunskaper

och metoder fran kognitiv neurovetenskap gor det exempelvis mojligt att
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studera de delar av kognitiva processer som inte kan studeras i form av
elevernas beteenden. Det handlar om hur, nir och vilka delar av hjirnan som
aktiveras nar eleverna arbetar med olika typer av uppgifter. Teorier och metoder
fran kognitiv psykologi informerar uppgiftsdesignen exempelvis i form av
reglering av belastningen pa elevernas arbetsminne. Ett konkret exempel dr pa
vilket sitt och vid vilka tillfillen riknare ska vara tillgangliga for eleverna nir de
arbetar med uppgifterna. Slutligen, det matematikdidaktiska perspektivet ar helt
avgorande for att gora uppgifterna relevanta och intressanta fo6r undervisning

och liarande.

Reflekterande iterativ process

Arbetsgangen har bestitt av en rad interventioner, dir lirdomar fran tidigare
interventioner inarbetas som designforslag i ndstkommande del. Projektet
bestar av flera faser, dir den pagiende fOrsta fasen kdnnetecknas av det som
Schoenfled (2007) nimner som ”pre-kliniska” studier. Hér har designen handlat
om att utforma matematikuppgifter, som ger eleverna mojligheter att anvinda
olika sorters resonemang. Detta ligger 1 linje med den teoretiska orienteringen
av projektet, att utforma uppgifterna utifran designprinciperna sprungna ur
Lithners (2008) resonemangsramverk och Brousseaus (1997) teori om

didaktiska situationet.

Den allra forsta intervention i form av pilotstudier inom projektet bestod 1 att
ett mindre antal deltagare arbetade pa egen hand med designade uppgifter.
Deltagarnas arbete dokumenterades med videokamera och genomférdes som
tala-hogt-protokoll.  Uppgifterna utvecklades fran designprinciperna, och
informerades av tidigare forskning. Utfallet av den forsta interventionen
orienterade forskargruppen om hur den fortsatta designen av uppgifterna borde
ga till for att mer renodla de olika typerna av resonemang (d.v.s. imitativa och
kreativa resonemang). Darefter har flera interventionscykler genomforts med
elever som arbetat pa egen hand med sekvenser av matematikuppgifter.
Eleverna har arbetat vid en dator och har inte haft tillging till antecknings-

materiel eller stottning av lirare eller klasskamrater (se Artikel 1 och 2).

Arbetet hade tva delmal: dels att designa 4n mer renodlade uppgiftstyper med
utgangspunkt i de teoretiskt grundade designprinciperna (t.ex. det resonemnang
eleven anvinder paverkar utfallet och att uppgifterna ska inbjuda eleverna till
vissa adidaktiska situationer), dels att utveckla uppgifter som kunde 16sas via

enklast méjliga interaktion mellan eleven och det datorprogram som visade
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uppgifterna och som édven samlade in data (svarstid, typ av svar, etc.). En
anledning var att reducera komplexiteten i datainsamling och analys, i syfte att
kunna dra mer precisa och vilgrundade slutsatser. Ett konkret exempel var att
forenkla interaktionen (t.ex. genom att utveckla flervalsuppgifter) for att vid
senare interventioner kunna samla in data i en helt laborativ milj6, i samband
med att deltagarnas hjirnaktivitet registrerades i en magnetkamera under tiden

de 16ste matematikuppgifter (se Artikel 1 och 3).

Hittills i den forsta fasen av projektet har flera interventionscykler genomforts i
ett huvudspar, se Artikel 1 och 2, samt tvd mer experimentella sidospar (d.v.s.
hjarnstudien, se Artikel 3, och 6gonrorelsestudie, pagaende). Fokus har varit pa
uppgiftsdesign och att underséka hur uppgifternas egenskaper paverkar elevers
lirande. LICR-projektets andra fas dr nu initierad, men kommer av foérklarliga
skil inte att kunna beskrivas utforligt i den hir avhandlingen. Helt kort kan
dock nidmnas att fokus 1 den andra fasen av projektet ar att utveckla
designforslag in i klassrumskontexter. De forsta forberedande studierna i den
andra fasen ar genomférda (Granberg & Olsson, 2013). I projektets senare
delar kommer alltsda larare, skolledare och annan personal i grund- och

gymnasieskolor att involveras i allt hégre grad.

Anvéndbarbet — praktikndra

Designforskning har som kiannetecken att vara praktiknira och syftet ar att
skapa anvindbar kunskap exempelvis for elever, lirare, liromedelsforfattare
och for liroplansutveckling. Det dr da rimligt att diskutera hur praktiknira
designprocessen hittills varit. Ar det ett designforskningsprojekt? Som nimnts
tidigare, efterlyser Schoenfeld (2007) ett mer systematiskt sitt att utforma
forskningsstudier. Han pekar dir pa vikten av det han kallar ”pre-klinisk”
forskning och visar pa mojligheten att mer i detalj studera och reda ut vissa
samband, innan forskningen tas vidare in i skolvardagen. I avhandlingens
studier 4dr uppgiftsdesignen och elevernas resonemang centrala. Inter-
ventionerna har visserligen varit utanfér en vanlig undervisningssituation, men
uppgifterna som designats skulle direkt kunna anvindas exempelvis i liromedel
och principerna fér designen kan utgéra underlag for undervisning om att
utforma och virdera matematikuppgifter pa lirarprogram och i larar-
fortbildning. Det 6verensstimmer vil med McKenny och Reeves (2012)
utvidgade definition pa praktiknara.
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4.1.4 Avhandlingens bidrag till designforskningsprojektet

De fyra artiklar som utg6ér avhandlingens andra del ska lidsas som sjalvstindiga
bidrag till forskning om matematikuppgifter och elevers resonemang, men den
speglar ocksd olika skeden och delar av en designforskningsprocess. I detta
avsnitt beskrivs pa vilket sitt de artiklar som ingar i avhandlingen férhaller sig

till designforskningsprocessens olika skeden och vilket bidrag de ger.

Den forsta artikeln beskriver hur elevers resonemang och uppgifternas
egenskaper hinger samman i en av de inledande studierna. Den andra artikeln
beskriver utfallet fran en av designcyklerna, dir uppgifters egenskaper 1 termer

av effektivt larande studerades.

De foljande artiklarna utgér exempel pa tva olika typer av studier for den
fortsatta utvecklingen av designforslag. Den tredje artikeln rapporterar en
studie, som ir ett exempel pa experimentell grundforskning. Det handlar om att
forsta mer om vilka effekter pa hjarnans aktivitet som kan ses av traning via
olika sorters matematikuppgifter. Den fjirde artikeln bestir av en deskriptiv
studie dar larartillverkade planeringsdokument undersoks. Det handlar om att
undersoka nya platser dir matematikuppgifter presenteras och se vilka resurser

som finns tillgangliga i form av kompetens och uppgiftstyper.

Eftersom designforskningsprojektet pagar, finns det inte artiklar med 1
avhandlingen som speglar nistkommande fas av projektet, dvs. praktiknira
studier dir implementation och resultat kan studeras under typiska férhallanden

(se Schoenfeld, 2007). De delstudierna dr under planering.

4.2 Etiska 6verviganden

Hostetler (2005) stiller fragan om vad god forskning dr och lyfter fram etiska
aspekter jamte metodologiska. Han menar att bra forskning inte bara handlar
om att f6lja vissa metoder, utan att forskning dven bor vara god i ett vidare
perspektiv. Sirskilt, menar han, giller detta utbildningsvetenskaplig forskning,
som till sin natur ofrinkomligen dr normativ och har moraliska implikationer.
Designforskning 4dr oundvikligen normativ i sin strivan att forbittra
undervisning (Edelson, 2002). Det innebir att krav stills pa forskaren att dven
att fraga sig vad som ir bra for dessa (elever) vid det har tillfallet och i den har

situationen, och reflektera 6ver vad vi inte vet — eller inte kan veta.
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I delstudierna som redovisas i avhandlingen har interventionerna varit i det som
Schoenfeld (2007) beskriver som forsta fasen, dvs. designade studier. Del-
tagarna har dirfor haft stora moijligheter att vilja om, nir och hur linge de vill
delta 1 studierna. Samtliga deltagare har limnat in ett skriftligt medgivande. De
har varit informerade om att de nir som helst, och utan att ange nigot skil, kan
avbryta sitt deltagande. De empiriska studierna som ligger till grund for Artikel
1, 2 och 3 har behandlats i den lokala etiknimnden vid Umea universitet.
Studien som ligger till grund for Artikeln 4 har i kollegium bedomts inte behova
provas, eftersom den rér matematikuppgifter och inte personer. De resultat
som framkommer ur studierna hjilper oss att forstd mer om de méjligheter som

matematikuppgifter har f6r lirande och undervisning,.
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5 Sammanfattning av artiklarna

5.1 Artikel1

Reasoning in alignment with task properties? Students actual
handling of imitative and creative mathematical reasoning

(Liljekvist, Lithner, Norqvist & Jonsson)

I artikeln redogbrs for en studie dir elevers strategival och implementering
unders6ks nir de arbetar med olika typer av uppgifter. Fragestillningen som
adresseras dr hur elever resonerar nir de 16ser de designade uppgifterna och pa
vilket sitt det ligger 1 linje med, eller avviker fran, uppgifternas egenskaper. Det
ar dels en fraga om att forsta hur designprinciperna fungerar, dels en friga om
att undersoka mangfalden i elevers resonemang. Uppgifterna utformas utifran
Lithners forskningsramverk (2008) dar tva olika huvudtyper av matematiska
resonemang beskrivs. Den 6vergripande teoretiska ansatsen ar Brousseaus teori
om didaktiska situationer (1997).

5.1.1 Urval

I studien deltog 26 elever (16-17 ar) som gatt ett ar pa naturvetenskapliga
programmet. Deltagandet var frivilligt och ett skriftligt samtycke samlades in.
Eleven kunde nir som helst under arbetet avbryta sitt deltagande. Eleverna
delades in i tva grupper efter ett slumpmissigt urval. Grupperna kontrollerades
for skillnader 1 kognitiva resurser (d.v.s arbetsminne och ickeverbal

problemlésningsférmaga) och matematikbetyg.

5.1.2 Metod

Uppgifter designades i enlighet med ramverken. Tre sekvenser av trinings-
uppgifter dir eleverna frimst forvintades anvinda algoritmiska resonemang
(AR) och tre sekvenser for kreativa resonemang (CMR) anvindes i studien.
Uppgiftssekvenserna for AR respektive CMR hade samma mal: att eleverna ska
lira l6sningsmetoder till uppgifter som handlar om olika tindsticksmonster, se

Figur 1.
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Figur 1. De tre typerna av monster 1 uppgifterna i studien

Eleverna arbetade pa egen hand vid en dator och svaren pa uppgifterna ar i
form av flervalsfragor. Eleverna trinade endera med AR-uppgifter eller med
CMR-uppgifter. Vid triningstillfillena hade alla elever tillgang till stéttning i
form av en sarskild sida med ledning f6r varje uppgiftssekvens. Efter en vecka
genomforde eleverna ett test, samma for samtliga elever. Eleverna hade ingen
tidsgrans, varken vid traningen eller vid testet, f6r hur linge de kunde arbeta
med uppgifterna. Direkt efter trining respektive test genomférdes en interviju,
dir eleven och en observator tillsammans tittade pa och samtalade om en

skiarm- och ljudinspelning av elevens aktiviteter.

5.1.3 Analys

Elevintervjuerna transkriberades och en kodningsmanual utarbetades. Elevens
resonemang klassificerades genom att undersoka strategival, implementering
och vilket typ av argument som anviands for att stodja strategivalet, exempelvis
om argumenten ir férankrade i matematiska egenskaper i uppgiften eller 1 ytliga
egenskaper (t.ex. utseendemissig likhet med andra uppgifter). Direfter sitts

elevens resonemang i relation till uppgifternas egenskaper (AR respektive
CMR).

5.1.4 Resultar

Resultatet visar att 8 av de 13 eleverna som trinade med AR-uppgifter, som
innehall en foreslagen 16sningsmetod, anvinder den utan att reflektera 6ver de
matematiska principer som ligger bakom den. Tva elever foredrar att rikna i
figuren ndr uppgiften innehaller liga numeriska virden, medan de resterande tre
eleverna reflekterar 6ver uppgiften exempelvis genom att anvianda figuren i
uppgiften for att kontrollera I6sningsmetoden innan de anvinde den. En av
dessa elever reflekterar 6ver hur samtliga tre I6sningsmetoder hinger samman.

Ingen av eleverna i AR-gruppen anvinde ledningen.
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Eleverna som trinade med CMR-uppgifter uppvisar en storre variation i vilka
argument som anvands. Monstret dr att eleverna riknar i figuren nir det ar laga
numeriska virden i uppgiften (11 av 13 elever) och konstruerar, eller forséker
konstruera, en generell I6sningsmetod ndr det dr hogre virden (12 av 13 elever).
I den hir gruppen ir det vanligt att eleven soker sig till den ledning som finns
tillganglig (11 av 13 elever). Det handlar om att eleven endera vill verifiera sina

tankar, eller behover stottning for att de kort fast.

I testsituationen dr det fyra av AR-eleverna som anvinder CMR f{6r att 16sa
uppgifter pa testet, och det ar fyra av CMR eleverna som anvinder AR. I de
endimensionella monstren klarar merparten av elevernas att aterskapa en formel
(25 av 26 elever pa forsta uppgiftssekvensen, 23 av 26 pd andra), medan
eleverna generellt sett har svarare att klara av det tvadimensionella monstret (1
av 13 1 AR-gruppen och 12 av 13 i CMR-gruppen). Resultaten visar alltsa att det
var gynnsammare for eleverna att trina via CMR nir uppgiften var mer

avancerad.

Resultatet visar ocksa att ledningen till uppgifterna uppfattas pa olika sitt. Om
eleven har en fixering vid algoritmiska resonemang, ger inte ledningen stéd. A
andra sidan, om eleven konstruerat en 16sning som var korrekt men inte fanns
med bland 16sningsforslagen, hjilper ledningen eleven att 16sa uppgiften vid
triningen. Men vid testsituationen dr det den egna konstruktionen som eleven

foredrar att anvinda for att 16sa uppgiften.

Sammantaget visar studien att eleverna 1 stor utstrickning anvinder de
resonemang som triningsuppgifterna var designade for, men att det dr en
grannlaga uppgift att utforma en ledning som eleverna faktiskt kan ha nytta av.
Att utveckla CMR-ledning, som ir flexibel och utan att leda in eleverna i AR ar

ett uppdrag infér kommande klassrumsstudier.

5.2 Artikel 2
Learning mathematics through imitative and creative reasoning
(Jonsson, Norqvist, Liljekvist, & Lithner)
I artikeln redogérs for en delstudie, dar utfallet av olika typer av
matematikuppgifter studerades. I studien ingick olika typer av uppgifter, dels en

variant dir eleverna sjilva konstruerar en l6sningsmetod, dels en variant av

uppgifter som ligger nira liromedelsdiskursen, dir en losningsmetod ir
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foreslagen. Aven i den hir studien utformades uppgifterna utifrin Lithners
forskningsramverk (2008) dir tva olika huvudtyper av matematiska resonemang
beskrivs. Lirdomar fran tidigare delstudier, bl.a. den som redovisas 1 Artikel 1,
paverkade utformningen. Den 6vergripande teoretiska ansatsen var Brousseaus

teori om didaktiska situationer (1997).

De deltagande eleverna trinade under ca en timme for att lira sig 14 olika
l6sningsmetoder. I triningssituationen engagerades eleverna endera i imitativa
algoritmiska resonemang (AR), eller i kreativa matematiskt grundade
resonemang (CMR). Syftet med delstudien var att underséka och forsta mer om
utfallet av de olika undervisningssituationerna. Fyra hypoteser testades: 1) AR
kommer att ge bittre utfall pa triningen dn CMR, eftersom AR har algoritmiskt
stod, 2) AR kommer att ge bittre utfall dan CMR, eftersom de ser en
l6sningsmetod upprepade ganger, vilket borde minska den kognitiva
belastningen och dirmed underlitta aterskapande av 16sningsmetoden vid ett
senare tillfalle, 3) CMR kommer att ge bittre utfall in AR, eftersom de har ett
starkare minnesspar beroende pd mer utmaning under triningen och 4)
Kognitiv formaga kommer att vara en viktig prediktor for utfallet. Deltagare
med en hogre kognitiv f6rmaga kommer att prestera bittre oberoende av pa

vilket satt de tranat.

5.2.1 Urval

Studien omfattar 91 elever pa naturvetenskapliga programmet vid fyra olika
skolor. Eleverna delades in i tva matchade grupper (AR, resp. CMR) baserat pa
elevernas kognitiva resurser, som mittes med Ravens matriser (d.v.s icke verbal
probleml6sningsformaga) och arbetsminnestester (s.k. ”Operation span”) samt
elevernas senaste matematikbetyg och slutbetyg fran grundskolan. Det var jimn

koénsfordelning mellan grupperna.

5.2.2 Metod

Uppgifter designades 1 enlighet med ramverken, d.v.s. en sekvens av
triningsuppgifter dir eleverna frimst forvintades anvinda AR och en sekvens
tor CMR. Malet var att eleverna skulle ldra sig 14 matematiska samband sa att
de dels skulle kunna uttrycka dessa i algebraisk form, dels kunna anvinda dem
numeriskt. Informationen i form av text och illustrationer (t.ex. bild pa
monster) var lika 1 de bada uppgiftstyperna, med undantag av att AR-
uppgifterna inneh6ll den algebraiska representationen av sambandet, d.v.s. en

formel och ett utriknat exempel.
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Interventionen bestod 1 att eleverna enskilt fick mojlighet att arbeta med
uppgifterna under en timme. Uppgifterna presenterades 1 datormiljo och
eleverna hade tillgang till raknare (pd skdrmen) for att avlasta arbetsminnet.
Elevernas arbete med uppgifterna registrerades med samma programvara som
presenterade uppgifterna. For att fa sa lika triningstid som mojligt hade AR-
gruppen fem triningsuppgifter till varje samband och CMR-gruppen tre
uppgifter. I CMR-uppgifterna var det en stegrande abstraktionsniva fran enkla
numeriska till generella monster. En vecka efter interventionen genomforde
samtliga elever ett test. Testet var utformat med tre typer av fragor till varje
l6sningsmetod. Forst efterfrigades formeln (till ett visst monster) och darefter
en numerisk uppgift (pa samma monster). Svarstiden var begrinsad till 30
sekunder pa dessa typer av fragor. Anledningen var att eleverna vid dessa
tillfillen inte skulle engagera sig i att konstruera, eller rekonstruera, 16snings-
metoden. I den tredje fragenivan fick eleven moijlighet att under fem minuter

16sa den numeriska uppgiften. Samtliga 14 samband fanns med i testet.

5.2.3 Analys

All statistisk analys genomférdes med SPSS 20. T-tester utfordes pa
triningsresultat och testresultat. Fér att undersdka inom- och mellangrupps-
variationen pa testuppgifterna genomférdes en ANOVA analys. En kor-
relationsanalys genomférdes for att undersoka samband mellan de olika
variablerna (kognitivt index, kon, triningsresultat, etc.). En regressionsanalys
genomférdes for att undersoka vilka variabler som var prediktorer for test-
resultatet. For att underséka hur kognitiv férmaga paverkade trinings- och
testresultat delades gruppen in i tre undergrupper (lag, mellan och hog kognitiv

formaga) som analyserades som en mellangruppsvariation med ANOVA.

5.2.4 Resultat

Eleverna i CMR-gruppen fick signifikant bittre resultat an AR-gruppen pa alla
tre fragenivderna sett 6ver hela testet, 89) = 3.54, p = .001, 4 =0.73. Kognitivt
index var en signifikant prediktor f6r AR-gruppens resultat, men inte fér CMR-
gruppens. CMR-gruppens resultat berodde framfér allt pa hur val individen

lyckades i triningen och var mindre beroende av dennes kognitiva resurser.
Vid analysen av data framkom att ménstret kvarstod dven nir deltagare med

hogsta tredjedelen av kognitiva index togs bort. Alltsa, skillnaden mellan

gruppernas resultat var inte beroende av elever med hogre kognitiva resurser.
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Slutsatsen av studien ar att trining genom CMR-uppgifter ar mer effektivt an

AR-uppgifter, i synnerhet f6r de elevgrupper som hade ligre kognitiva resurser.

5.3 Artikel 3

Learning mathematics without a given solution method have
beneficial effects on subsequent performance and modulates brain
activity

(Karlsson, Lithner, Jonsson, Liljekvist, Norqvist, & Nyberg)

I artikeln beskrivs en experimentell delstudie 1 dir syftet har varit att undersoka
inre processer, som ett komplement till de beteendedata som samlats in i andra
delstudier dir deltagare testas efter att ha trinat i AR- respektive CMR-milj6.
Syftet med studien dr att underscka pa vilket sitt personer som trinat via olika
undervisningsmetoder aktiverar olika delar av hjirnan. Fragan dr hur man kan
forsta utfallet i1 forhdllande till tidigare studier om hjirnaktivitet och
matematiklirande och i relation till tidigare utbildningsvetenskapliga och

kognitiva studier om matematikldrande.

5.3.1 Urval

Studien omfattar 40 gymnasieelever och 33 universitetsstudenter i aldrarna 18-
22 ar som last matematik till en viss niva (matematik D pa gymnasiet) och i
Ovrigt stimmer med de neurovetenskapliga kraven for deltagande i fMRI-
studier (neurologiskt frisk, hoégerhint etc.). Liksom i delstudierna 1 och 2
delades deltagarna in i tva grupper (AR resp. CMR). Grupperna matchades dels
med avseende pa kognitiva resurser uppmitt med Ravens matriser, dels med

avseende pa matematikbetyg och kon.

5.3.2 Metod

Uppgifter designades i enlighet med forskningsramverket f6r matematiska
resonemang (Lithner, 2008), d.v.s. en sekvens av triningsuppgifter dar
deltagarna frimst forvintades anvinda AR och en fér CMR. Malet var att
deltagarna skulle lira sig nio matematiska formler sa att de skulle kunna kidnna
igen dessa i algebraisk form och kunna anvinda dem numeriskt. Informationen
1 form av text och illustrationer var lika 1 de bada uppgiftstyperna, med ett
undantag; att AR-uppgifterna inneholl den algebraiska representationen av

formeln.
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Interventionen bestod i att deltagarna enskilt fick moijlighet att arbeta med
uppgifterna under maximalt en timme. Uppgifterna presenterades 1 datormiljé.
Arbetet med uppgifterna visades med samma program som registrerade
insamlade data (exempelvis knapptryckningar, tid, etc.). En vecka efter
interventionen genomforde samtliga deltagare ett test. Testet var utformat med
flervalsfraigor och genomfordes 1 magnetkameran, déir hjirnaktiviteten

registrerades (Functional Magnetic Resonance Imaging, tMRI).

Vid testet varvades matematikuppgifter med kognitiva-perceptuella uppgifter,
for att kunna subtrahera deltagarnas hjarnaktivitet som uppkommer exempelvis
fran sinnesintryck och nir de liser texter. Pa det viset kan man férsoka renodla

hjirnaktivitet som kommer av den matematiska delen i uppgiftslosandet.

5.3.3 Analys

Data fran fMRI-k6érningarna analyserades med SPM8 inbaddat 1 Matlab 7.11. I
studien finns data fran exempelvis svarstid pa uppgifterna och typ av svar, men
dven en stor mangd mitningar av hjirnans aktivitet, det vill siga BOLD-
responsen (Blood Oxygentaion Level Dependent). Resultaten fran varje
deltagare forbehandlades innan de bearbetades statistiskt for att till exempel
komma till ritta med effekter av rorelse och spatiala avvikelser jamfért med en
standardhjirna. Den statistiska bearbetningen skedde sedan forst pa individniva

och direfter pa gruppniva.

5.3.4 Resultat

Resultatet fran experimentet visar att typen av uppgifter som deltagarna
engagerades 1 under triningen paverkar bade utfallet pa testet och vilken typ av
hjirnaktivitet som observerades. De deltagare som trinat med CMR-uppgifter
klarade testet bittre dn de deltagare som trinat med AR-uppgifter (#(1,71) = 2.4;
p = .02). De deltagare som trinat med AR-uppgifter behévde rekrytera relativt
mer av vanstra gyrus angularis, en del av bakre hjissloben som 1 tidigare studier

visats vara en viktig komponent vad giller verbala aspekter av mental aritmetik.

Skillnaderna i prestation samt hjirnaktivitet mellan de olika triningsgrupperna
gor att CMR kan behova uppmairksammas i kommande studier, som en
komponent i de modeller som finns 6ver hur hjirnan arbetar vid matematiska

resonemang.
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5.4 Artikel 4

Teacher-shared documents on the Internet: Didactical message and
mathematical tasks

(Liljekvist)

Studien som presenteras dr ett exempel pa undersokningar som informerar
designprojektet infér nista klassrumsnira fas. I studien analyseras matematik-
uppgifter 1 undervisningsmateriel publicerat pa internet. Undervisnings-
materielen utgér en kollega till kollega kommunikation och det didaktiska
budskap som kommuniceras i dokumenten ir i studiens fokus. Syftet var att
undersoka vilka kursplanemal som adresseras i uppgifterna och vad som krivs
av eleverna for att l6sa uppgifterna. Vidare underséks instruktioner och

beskrivningar av uppgifterna med avseende pa hur de ir tinkta att anvindas.

Undervisningsmateriel finns 1 olika former pd internet, exempelvis som
inspelade foreliasningar, lektionsplaneringar och enstaka uppgifter. Materielen
som studerats hir ar elektroniska dokument i form av mer eller mindre
fullstindiga lektionsplaneringar. I dessa aterfinns instruktioner till lirarkollegor

och elever, samt olika typer av matematikuppgifter.

Lirares professionella kommunikation och interaktion i sociala medier ir vil
studerad (se tex. Hew & Hara, 2007; Olofsson, 2010). Foreliggande studie
kartlagger andra delar av den internetkommunikation som sker mellan lirare;
nimligen en didaktisk kommunikation. Det handlar om det matematiska och
matematikdidaktiska innehall de dokument som publiceras har och den resurs
som dokumenten dirmed utgor. Det didaktiska budskapet kommuniceras i
termer av mal, implementeringsforslag och motiveringar studeras. Med mal
menas hir innehallsmal och kompetensmal. Implementeringsforslag handlar
om hur lirarna fOreslar att uppgifterna ska omsittas i undervisningen och
motiveringar handlar om hur den publicerande liraren kopplar den foéreslagna

implementeringen till de mal som anges med uppgiften.

5.4.1 Urval

I studien har 84 elektroniska dokument analyserats. Dokumenten ir nedladdade
frin en webbsida dir lirare delar bland annat undervisningsmateriel.
Sokkriteriet var dokument avsedda for matematikundervisning i drskurs 4-6

respektive 7-9. Dokumenten omfattar ca 900 matematikuppgifter.
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5.4.2 Analys

Analysen av dokumenten skedde i tva steg. Inledningsvis genomférdes en
innehallsanalys (Krippendorff, 2004; Bryman, 2008). Dir kartlades kategoriska
och tematiska egenskaper i dokumenten relaterat till innehdllsmal 1 termer av
centralt innehall och till kompetensmal i termer av férmagor (jimfér med
uppdelningen 1 Lgr 11). Darefter analyserades innehall i elevinstruktioner och
matematikuppgifter relaterat till vad som krivs av eleven for att 16sa uppgiften i
termer av matematiska férmagor som problemlésningsférmaga, resonemangs-

formaga, kommunikationsférmaga och begreppsforstaelse.

5.4.3 Resultat

I de analyserade dokumenten dominerar uppgifter i talomradet naturliga tal. De
utmaningar som forekommer for eleverna i uppgifterna ir till stor del i linje
med liroplanens skrivningar for de yngre eleverna, trots lirarnas gradering pa
uppgifterna (4-6 och 7-9). Dock innehéller ett antal av dokumenten som
analyserats gomda resurser 1 form av uppgifter och uppgiftssekvenser som ger
eleverna mojligheter att utveckla sina férmagor. Exempelvis innehaéller ca 10 %
av dokumenten uppgifter som kriver kreativa matematiska resonemang for att
l6sa uppgifterna. Det innebir att eleverna ges mojligheter att forankra sina
tankar och att kommunicera dem med och inuti, for dldersgruppen relevant,
matematik. Dessa dokument dr intressanta att studera vidare och prova i den
fortsatta designprocessen. Larare som konstruerat dessa typer av uppgifter dr en

resurs for det fortsatta arbetet.
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6 Slutsatser och avslutande diskussion

Det 6vergripande syftet med avhandlingen ar att undersoka hur olika typer av
matematikuppgifter paverkar elevers moijligheter till lirande och val av
lirandestrategi. Syftet delas upp i tva delsyften: 1) att testa hypotesen om att
uppgifter som ger elever moijlighet till, och ansvar for, att konstruera sin
kunskap ger effektivare mojlighet till larande, dn uppgifter dir en l6sningsmetod
finns presenterad, och 2) att underséka det didaktiska budskap som ligger i

lirares satt att formulera matematikuppgifter.

Kapitlet inleds darfor med att diskutera undersékningens praktiska resultat for
undervisning och lirande. Direfter diskuteras teoretiska och metodologiska
slutsatser 1 férhdllande till en fortsatt designforskningsprocess. Slutsatser dr
mojliga att dra dels fran resultaten av varje artikel for sig, dels fran artiklarna
sammantaget i forhallande till designforskningsprocessen och i férhallande till

skola och undervisning. I det hir kapitlet diskuteras slutsatser av bada slagen.

6.1 Praktiknira slutsatser

I tre av de studier som presenteras i avhandlingen, har deltagarna arbetat i en
adidaktisk situation (jfr. Brousseau, 1997, 2005, den del av den didaktiska
situationen dir eleven arbetar pa egen hand med matematikuppgiften utan
intervention frin lirare eller kamrater) endera med imitativa uppgifter, diar en
l6sningsmetod finns presenterad, eller med kreativa uppgifter dir de behéver
konstruera 16sningsmetoden. Syftet med uppliagget var att préva olika hypoteser
om sambandet mellan trining och test av samma lirandeobjekt men med olika

typer av uppgifter.

Den 6vergripande slutsatsen som kan dras dr att det har betydelse vilken typ av
uppgifter eleverna engageras i nir de ska lira sig nagot nytt. De elever som
engagerades 1 att konstruera sin 16sning hade simre resultat pa triningen men
bittre resultat pa testerna, dn de deltagare som engagerats i att 16sa uppgifterna
med en given l16sningsmetod. Resultatet drevs inte av de deltagare som hade
hoégst kognitivt index, utan tvirtom visade det sig att uppgifterna designade
inom den kreativa metoden gav deltagare med mer begrinsat arbetsminne etc.

bittre forutsittningar att lira sig och na kunskapsmalet.

Det innebir att undervisning som bygger pa uppgifter dir eleverna har tillgang

till I6sningsmetoden och dirfér inte behéver konstruera den, dr mindre effektiv.
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Detta ligger 1 linje med Brousseaus (1997) teorier om didaktiska situationer, dar
han menar att den kunskap eleven ska erévra inte skall presenteras for eleven,
utan ska utgora svaret pa det problem som presenteras, d.v.s en process dar
eleven konstruerar kunskap om lirandeobjektet. Det handlar dven om vilken
typ av ansvar for lirandeprocessen som eleven ges. Notera att interventionerna
som genomforts handlar om att lira sig nya l6sningsmetoder. Ett exempel pa
praktiknira konsekvens 4r att resultaten tyder pa att det dr effektivare pa lang
sikt om eleven far mojlighet att resonera sig fram till exempelvis sambandet
som beskrivs med triangelns formel genom kreativa resonemang. Det betyder
att eleven konstruerar sin kunskap om sambandet mellan triangelns héjd och

bredd 7nnan den anvinder formeln for att 16sa andra uppgifter.

Totalt sett verkar det alltsd vara effektivare for eleverna om de engageras 1 att
konstruera kunskap om lidrandeobjektet (exempelvis en losningsmetod, en
formel, etc.) under tiden de lir sig, dn att trina upprepade ginger dir metoden
ar given. Sidrskilt giller detta elever som hade ligre kognitivt index, ddr det
visade sig vara an mer ineffektivt att forsoka lira genom upprepad trining. Men
det ar dven viktigt att notera att de elever som trinade via uppgifter dar
16sningsmetoden var presenterad lyckades vil pa triningen. Oversatt till en
undervisningssituation innebir det att elever klarar uppgifterna under lektionen,
men egentligen inte lir sig sa effektivt som de skulle kunna gbra. De imiterar
utan att forsta underliggande principer. Det medfor att eleverna inte kan
aterskapa losningsmetoden, formeln, etc. om de glémt den nir de ska anvinda

den vid ett annat tillfalle.

Det ir tinkvirt att resultaten fran studierna pekar mot att i en lirandesituation
som bestir av upprepad trining av en 16sningsmetod ar elevernas resultat starkt
beroende av deras kognitiva formaga. Undersékningen indikerar att uppgifter
som ger eleverna moijligheter att 16sa dem med kreativa resonemang verkar i
viss man kompensatoriskt, i forhallande till elevers kognitiva resurser. Det
betyder att deltagare i testsituationen inte behéver anstringa sig si mycket om

de trinat via kreativa resonemang.

Trots att de interventioner som genomforts varit kortvariga (exempelvis
omkring 30 minuters aktivt arbete med 14 olika uppgiftssekvenser), sa uppstar
skillnader mellan grupperna. Resultatet pekar mot att om elever i fler uppgifter
moter kravet att forsta underliggande principer for att kunna 16sa uppgiften,

kommer eleverna lira sig effektivare. Samtidigt 4r det jobbigare for eleverna att

41



engagera sig i kreativa resonemang, det visar exempelvis att de behover mer tid
till varje uppgift (tre uppgifter i CMR motsvarade tidsmissigt fem uppgifter i
AR). Ett visst matt av anstrangning verkar vara viktigt vid larandet (Henningsen
& Stein, 1997; Hiebert & Grouws, 2007; Karpicke & Blunt, 2011; Larsen,
Butler, & Roediger III, 2008), sa grinsen for nir och under vilka omstindig-

heter anstringningen blir ett hinder behover undersckas vidare.

6.1.1 Ldrarens roll

Resultaten pekar pa att en nyckelvariabel i uppgifterna ir elevens mojlighet att
anvinda kreativa resonemang och att eleven med stor sannolikhet anvander sig
av den moijligheten om det dr det som stir till buds for att 16sa uppgiften.
Jamfér med Mason och Johnstons-Wilders (2006) diskussion om uppgifters

potential och vad som eleven utnyttjar, eller ges méjlighet att utnyttja.

Det finns en risk att uppgiftens potential inte fullt ut uppskattas eller uppfattas
varken av lirare eller elever (Henningsen & Stein, 1997) . Det handlar dels om
brister i det didaktiska kontrakt (Brousseau, 1997) som upprittas mellan
eleverna och liraren om vad som férvintas av eleverna nir de arbetar med
matematikuppgifter, dels om ldrares kompetens att planera och genomféra
lektioner (Potari & Jaworski, 2002; Rowland & Turner, 2007; van Bommel,
2012). Den faktiska relationen mellan elever och lirare och det praktiska
genomférandet har inte varit fokus i avhandlingen. Diremot finns resultat fran
studien av lirarkonstruerade uppgifter som visar vilka typer av uppgifter som
upplevs som anvindbara i undervisningen. Det didaktiska budskap som visas i
dokumenten dr att ldrare stiller laga krav pa eleverna i merparten av
uppgifterna. Yngre elever utmanas och ges storre mojligheter att utveckla sina
matematiska formagor dn dldre elever. Resultatet tyder pa en osikerhet infor
hur uppgifter kan formuleras och anvindas for att stotta ildre elevers
matematiska utveckling. Det gir inte av studiens metod att avlidsa varfor
dokumenten ser ut som de gor (Bryman, 2001; Krippendorff, 2004) men sittet
pa vilken uppgifterna formuleras tyder pa ett bristande didaktisk sprak for att
tydliggora den tinkta didaktiska situationen. Vikten av att lirare uppratthéller
och utvecklar ett professionellt didaktisk sprak, bland annat f6r att kunna
samarbeta med varandra, dr uppmairksammat i flera studier (se t.ex. Grevholm,
2010). Det ar dven en forutsittning for att lirare pa ett effektivt satt ska kunna
utveckla sin praktik genom att enkelt kunna dela och anvinda varandras
planeringsdokument (jfr. Pepin et al, 2013). Det dr ett problem om

lirarkonstruerade uppgifter med potential att ge elever moijlighet att utveckla
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sitt matematiska resonemang inte kommer till sin ritt pa grund av bristande

professionellt sprak.

6.2 Slutsatser av avhandlingens resultat ur ett designprocessperspektiv

Genom att anligga ett designforskningsperspektiv dr det mojligt att pa ett
strukturerat sitt mejsla fram Overgripande teoretiska och metodologiska
kunskapstillskott om matematiklirande. Samarbetet i LICR-projektet mellan
forskare fran matematikdidaktik, kognitiv psykologi och kognitiv neuro-
vetenskap medger en bredd av metoder, som belyser sambanden mellan lirande

och uppgifters egenskaper frin olika héll och ger en flerdimensionell bild.

For att validera effekten av olika typer av imitativa och kreativa
triningsuppgifter och identifiera och férklara sambandet mellan uppgifternas
egenskaper och elevers lirande utformades teoretiska designprinciper tor att guida
utvecklingsarbetet med uppgifterna. Syftet med det var att resultaten av LICR-
projektets delstudier sammantaget ska ge ett systematiskt kunskapstillskott dar
robusta samband mellan undervisning och lirande beskrivs. En slutsats som
kan dras dr att de designprinciper som styrt designprocessen varit anvindbara
dels for att hélla en tydlig linje i arbetet, exempelvis vid uppgiftsdesignen, dels
for att vara uppmirksam pa de “ovintade resultat” som uppstitt i
interventionscyklerna. Ett exempel pa ovintat resultat var att kognitiv f6rmaga
inte drev resultaten i den grupp av deltagare som trinat via kreativa
resonemang. Det som var viktigt var istallet hur vil deltagaren klarade av att
konstruera l6sningsmetoden. Det hir ar ett betydelsefullt resultat f6r hur lirare
och liromedelsforfattare kan hantera utformning, urval och sekvensering av
uppgifter, om de ar intresserade av att utveckla uppgifter och liromedel for

effektivare undervisning.

Nir en ny intervention planeras tas tidigare resultat i designprocessen till vara
genom de designforslag som formuleras. Designforslagen har frimst handlat om
hur man kan leda in elever i att engagera sig i kreativa matematiska resonemang,
och undvika att uppgifterna leder in eleverna i algoritmiska resonemang. Det
som studeras genom interventionerna och utgdér utgangspunkten for de
slutledningar som kan komma att dras. Ett exempel pa designférslag kan vara
att anvinda raknare for att avlasta arbetsminne, eller att anvinda upprepade
traningstillfillen for att befista elevernas kunskaper. Designforslagen valideras
(eller forkastas) empiriskt och kan direfter formuleras som nya, eller reviderade,

designprinciper. Utifran designprocessens inledande steg har slutsatsen dragits
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att det inte ar tillrickligt att endast arbeta pa de nivaer dar designprinciper och
designforslag dr, utan en systematik och koherent beskrivning behévde dven
utformas pa mer detaljerad nivd. Darfér paborjades arbetet med att utforligt
beskriva de wvariabler som paverkade, eller hogst sannolikt paverkade,
sambandet mellan uppgifters egenskaper och elevers lirande. P4 det viset kan

dessa pa ett systematisk vis studeras i kommande interventioner.

Den 6vergripande slutsatsen av  designforskningsprocessen och den
multidisciplindra ansatsen idr att den har potentialen att stirka den interna
validiteten (orsak och verkan) av interventionerna och dirmed ge en grund for
extern och ekologisk wvaliditet, som kan testas i projektets klassrumsnira

nastkommande fas.

6.2.1 Infir ndsta fas av projektet — det klassrumsnira.

Iterationerna i LICR-projektet har krivt mycket arbete och tagit tid, vilket ar
vanligt 1 designforskning (se t.ex. McKenney och Reeves, 2012, eller Edelson,
2002). Men det ir viktigt att inte ga for snabbt fram. Schoenfeld (2007) menar
att detta annars kan vara ett problem inom utbildnings-vetenskaplig forskning,
da studierna alltfor snabbt lyfts fran att vara ett designforslag om, exempelvis,
hur sambanden ser ut mellan uppgifters egenskaper och elevers lirande till
storskaliga validerande studier. Slutsatserna frain de inledande studierna i
projektet visar att hypotesen om att uppgifter som ger elever méjlighet till, och
ansvar for, att konstruera sin kunskap ger effektivare moijlighet till lirande, dn
uppgifter dir en losningsmetod finns presenterad. I nista fas av projektet
kommer interventionerna dels besta av mer varierade uppgifter, dels vinda sig
till flera olika elevgrupper, dvs. praktiknira studier i en “vanlig” klassrums-

kontext.

Den fortsatta designforskningsprocessen kommer att utgéra delvis nya
utmaningar, eftersom det kommer att behévas ménga fler typer av uppgifter
och att de kommer att vinda sig bland annat till yngre elever. Lirare ir en
resurs hir, bade som anvindare av och utvecklare av matematikuppgifter i sin
undervisning. En av slutsatserna som kan dras av studien av det didaktiska
budskap, som ligger i ldrares sitt att formulera matematikuppgifter, ir att det
finns ett antal lirare som konstruerat uppgifter som ger aven yngre elever
mojligheter att anvinda kreativa resonemang. Ett sitt for att sikerstilla att
utfallet av designprocessen ir intressant dven for grundskolan dr att forsoka

involvera dessa lidrare 1 arbetet.
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6.3 Slutligen

Problemet som adresseras i avhandlingen dr att matematikundervisningen i
alltfor stor utstrickning leder in eleverna i lirandestrategier, som gar ut pd att
lira sig utantill, utan att de egentligen forstar vad det handlar om. Men hur ska
da elever effektivt lira sig losningsmetoder, formler etc. om de inte ska

mingdtrina?

For att diskutera den fragan gér vi tillbaka dir jag borjade den hir avhandlingen,
med Amelia och Amos, for att se hur deras strivan att lira sig utantill

paverkade deras lirande och hur jag som lirare gjorde.

Amelia hade som strategival och implementering att se alla tal ”i pengar”. Det
betyder att hon hade talbilder och ett additivt system att arbeta utifran, inte helt
olikt de gamla egyptiernas talsystem. Hon hade inte fatt syn pa principen som
bygger upp det talsystem som vi anvinder: positionssystemet, dvs. att ett tals
virde bestims av i vilken ordning och pa vilken plats sifforna ar placerade. Ett
tal vilket som helst kunde alltsi inte hanteras, om det inte fanns mentala sedlar
och mynt att hantera. Det medférde att uppgifter med andra enheter blev
meningslosa fér Amelia, om hon inte “tinkte i pengar”. Alltsa, mitt rad till
Ameila var direkt kontraproduktivt. Brousseau skulle ha kallat det for att jag
kollapsade det didaktiska kontraktet och gjorde den didaktiska situationen
meningslés. Undervisningen gjorde det inte mojligt f6r Amelia att se den
matematiska principen positionssystemet, som hon behovde forsta for att kunna

hantera merparten av alla uppgifter i liroboken.

Min poang ir alltsa, att det inte alls var meningsfullt f6r Amelia att mingdtrina
med ytterligare uppgifter, eftersom hon inte forstitt den underliggande
principen. Om hon fick ritt eller fel pa uppgifterna berodde pa om maojligheten
gavs i uppgiften att mentalt hantera talbilderna eller inte. Det berodde inte pa

om hon férstod vad hon gjorde.

Amos som under flera ar hade forsokt lira sig multiplikationstabellen utantill
genom att pa olika sitt trina pa den som ett hundra olika kombinationer.
Eftersom han, liksom manga andra elever, inte lyckades med att lira sig alla
kombinationer utantill kinde han sig misslyckad. I det hir fallet hade jag en mer
genomtinkt didaktisk strategi. Amos sattes i en didaktisk situation dér han fick
arbeta med att undersbka moénster bland kombinationerna, si som

kommutativitet (ex. 7-8=8+7) och hitta sitt att anvinda kidnda kombinationer
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for att komma till nasta (ex. 6+7 dr dubbelt sa mycket som 3-7). Det handlade
om att Amos skulle finna I6sningsmetoder som var forankrade i matematiska

principer, for de kombinationer som han tyckte var svara.

Ater till frigan om hur elever effektivt kan lira sig I6sningsmetoder, formler etc.
om de inte mangdtranar. Min slutsats, efter att arbetat med detta under nagra ar
genom mina doktorandstudier, dr att det ar visentligt att elever far fler tillfallen
att anvanda kreativa matematiska resonemang for att lira sig l6sningsmetoder,
exempelvis samband och formler, och forst direfter miangdtrina. Repetition
sigs vara kunskapens moder, men om eleven repeterar nigot som inte ar
matematiskt forankrat, nar den faktiskt ska lira sig matematik, da ar det inte vil

anvand tid.

Det visar sig att det dr mer effektivt for elevens lirande pa lingre sikt att
anvinda kreativa matematiska resonemang dn undervisningsmetoder som
premierar exempelvis repetitiv trining av en firdig losningsmetod. Den
viktigaste insikten ar att elevernas resultat inte berodde pa deras kognitiva
resurser, utan att alla elever gynnades av att fi anvinda kreativa matematiska

resonemang nir de arbetade med uppgifterna.
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7 English summary

This compilation dissertation comprises a comprehensive and introductory
chapter, which is followed by four articles reporting on the sub-studies that
constitute the empirical basis for the dissertation. The introductory chapter is

written in Swedish.

7.1 Background and problem formulation

Learning terms and procedures by heart, sometimes without any understanding,
is part of learning mathematics. The problems arise when this is the
predominant strategy for teaching and learning mathematics in school as
problem-solving ability and conceptual understanding, for instance, are not
developed through rote learning, and students are thus not given the
opportunity to extend their mathematical area of competence (see e.g., E.
Bergqvist et al., 2010; Hiebert, 2003). It is widely recognised that there is no
transmitting link between rote learning in the form of facts and procedures and

the ability to solve non-routine mathematical tasks (see e.g., Schoenfeld, 1985).

A basic conclusion to be drawn from a great number of studies is that students
learn the mathematics presented to them (see e.g., Hiebert, 2003), namely
procedural calculation and memorising terms and definitions. The result is that
students are not given the chance to develop and master mathematical skills to

the extent required.

Since mathematical tasks are central to the teaching of mathematics (e.g., Niss,
1993), it is crucial to extend our knowledge of the characteristic features of
tasks that are conducive to student development of problem-solving and
reasoning abilities as well as conceptual understanding. This dissertation is part
of a major research project, titled Learning by imitative and creative mathematical
reasoning (LICR). The aim of the project as a whole is to construct,
systematically and coherently, knowledge that can serve as the basis for
documenting reliable correlations between the characteristics of tasks and
student learning. Hiebert and Grouws (2007) point out that such studies are
needed to provide awareness of the interdependence of learning and teaching.

The aim of this dissertation is more delimited.
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7.2 Aim

The overriding aim of the dissertation is to investigate how different types of
mathematical tasks affect student learning and choice of learning strategies.
This is done through a twofold approach: 1) to test the hypothesis that tasks
affording students the opportunity and responsibility for constructing
knowledge are more effective learning tools than tasks for which the solution is
presented, and 2) to analyse the educational message embedded in the teacher’s

formulation of the mathematical tasks.

7.3 Theories employed in relation to problem and questions

The principal theoretical perspective adopted in the dissertation is Brousseau’s
social constructivist Theory of Didactical Situations (e.g., Brousseau, 1997). The
theory is inspired by Piaget’s hypotesis of learning (Kieran, 1998; Herbst &
Kilpatrick, 1999). Brousseau’s tenet is that teaching and learning situations must
have an educational [Fr. didactique] purpose. He argues that the teacher is
responsible for creating a learning situation where the design of the tasks
determines whether learning will take place or not. The teacher needs to leave

some of the responsibility to the students, a so-called a-didactical situation.

The dissertation substudies are also informed by Lithner’s reasoning framework
(2008). Two concepts denoting different types of reasoning — imitative and
creative — are used, partly as frames of the task designing, partly as the
interpretative frame of the reasoning potential and challenges that can be
related to fundamental mathematical ideas. Since most mathematical tasks in
school do not require the precision and logic of mathematical proof, reasoning
in the framework and by extension in this dissertation is seen in an extended

sense and also applied to mathematical tasks designed for younger students.

7.4 Educational design research as a methodological approach

Educational design research involves understanding the link between teaching
and learning through cycles of interventions with a view to improving the next
intervention (Van den Akker et al., 2006). The aim is to produce useful and

sustainable results for regular school use.

The basis of the theoretically-oriented design process in the LICR project are
several empirical studies in mathematics education (e.g., T. Bergqvist et al,,
2008; Boesen et al., 2010; Lithner, 2000; 2003; Palm et al., 2011), in cognitive
psychology (Baddeley & Hitch, 1974; Pyc & Rawson, 2009; Raghubar et al.,
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2010) and in cognitive neuroscience (e.g., Cabeza & Nyberg, 2000; Prabhakaran
et al.,, 2001; Zamarian, Ischebeck, & Delazer, 2009). In addition, the project is
informed by studies on problem-solving (e.g., Schoenfeldt, 1985) and
competency framework (e.g., NCTM, 2000; Niss & Hojgaard Jensen, 2002).
This means that the principles guiding the design process are based on the idea
that student constructing knowledge is central to learning. Teaching is seen as
situations with an educational purpose (Brousseau, 1997). Students are thus
challenged intellectually and afforded the opportunity to construct the
knowledge that is the intended outcome of the teaching.

The design principles are manifested in different types of tasks and task
sequences. Initially, a mapping of potential tasks to be developed was
conducted. It was both a question of designing tasks from scratch and scanning
textbooks and Internet databases for material. The tasks were then tested in
pilot studies and saved or rejected. Through iteration of the interventions, the
characteristics of the tasks were refined to ensure that students in all likelihood
would be moved in the direction of using specific types of reasoning when

solving the tasks. The effects of student behaviour were then analysed.

7.5 Sub-studies

The first three articles present the empirical material from three sub-studies
involving students working on tasks designed in accordance with specific design
principles. The tasks are designed to stimulate students to engage in different

types of mathematical reasoning.

The first article investigates how student reasoning and task characteristics are
connected. It deals with how students motivate their solution strategies when

they work with various types of designed tasks.

The second article discusses how practice in the form of two different types of
tasks sequences affects student learning and choice of learning strategies. The
study links the outcome of practice, test, and the various challenges involved in

the task sequences to the students’ cognitive ability, grades etc.
The third article centres on the activity of the brain from a cognitive and

neuroscientific perspective in a test situation when the students have practiced

via two different sequences of mathematical tasks.
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The fourth and concluding article discusses the challenges provided for
students by teacher designed tasks in terms of mathematical abilities and
content knowledge. This involves identifying the resource potential of teacher

designed tasks to colleagues, researchers and not least student learning.

In the studies, on which the dissertation rests, the mathematical tasks are
designed, implemented, and/or analysed. Three of them specifically investigate
what students learn when they work on their own with different types of
mathematical tasks. It was, however, beyond the scope of this dissertation to

study authentic classroom situations.

7.6 Conclusion and discussion

In three of the sub-studies presented in the dissertation, the participants have
been working in a non-educational situation either with imitative tasks, to
which a solution has been presented, or with creative tasks requiring them to
construct a method of solution. The purpose of this design was to test different
hypotheses on the correlation between practice and test of the same learning

object involving different types of tasks.

The main conclusion is that the type of task students engage with is important
for their learning of new things. The participants who were engaged in creating
their own solutions were less successful during practice but performed better
on the tests in comparison with the participants who were involved in solving
the tasks with a given method. The result was not thanks to the participants
with the best cognitive resources, but as it turn out, an effect of the fact that the
creative-method-designed tasks gave the participants with limited working
memory etc. a better chance to learn and reach the intended learning outcome.
The results of the sub-studies indicate that in a learning situation consisting of
repeated practice of a solution method, the results are closely related to the
students’ cognitive ability. The investigation shows that tasks inviting the
opportunity to be solved through creative reasoning, to a certain extent serve a
compensatory function in relation to students’ cognitive resources. This means
that the participants need not put in so much effort in the test situation if they

have practiced creative reasoning.
Although the interventions implemented were brief (e.g., around 30 minutes of

active instruction on 14 different tasks sequences), there are differences

between the groups. The result indicates that if students are more often faced
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with the demand to understand the underlying principle of a task in order to
solve it, they will learn more effectively. At the same time, it is harder for
students to engage in creative reasoning. A certain degree of effort seems to be
important for learning (see e.g., Hiebert and Grouws, 2007; Henningsen and
Stein, 1997; Karpicke and Blunt, 2011; and Larsen et al., 2008). The point when
and under what circumstances the effort becomes an obstacle calls for further

investigation.

There is a risk that the potential of a task is not fully appreciated or understood
by either teacher or student (e.g., Henningsen & Stein, 1997). This can be
explained partly by deficiencies in the teacher-student learning contract
(Brousseau, 1997) on what is expected of the students when they are working
with mathematical tasks, and partly by the teacher’s skills in planning and
conducting lessons (Potari & Jaworski, 2002; Rowland & Turner, 2007; van
Bommel, 2012). The result of the study on teacher designed tasks includes types
of tasks that are perceived as useful in teaching. The educational message in the
documents shows that the teachers demand relatively little of the students in
the majority of the tasks. Younger students are challenged and given greater
opportunities to develop mathematical abilities than older students. The result
indicates that there is some uncertainty about how to formulate and use tasks to
support the older student’s mathematical development. The way the tasks are
formulated indicates a lack of discursive tools to clarify the intended
educational situation. The importance for the teacher to maintain and develop a
professional methodological language, not least for communicating with
colleagues, has been emphasised in several studies (see e.g., Grevholm, 2010). It
is also a prerequisite for effective development of their teaching practice that
teachers can share lesson plans and other documents. It would be unfortunate
if teacher designed tasks with the potential to help students develop their
mathematical reasoning cannot be put to good use because of inadequate

professional language.

In the continued research of the LICR-project, interventions will partly consist
of more varied tasks, partly be designed for different student groups, that is,
practice-based studies in the regular classroom context (Schoenfeld, 2007).
Many more types of tasks are therefore required including tasks for younger
students. Teachers are a potential resource both as users and developers of
mathematical tasks. One conclusion to be drawn from the study of the

educational message, when it comes to teachers’ formulation of tasks, is that
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there are many teachers who design tasks that encourage young students’
creative reasoning. A way to ensure that the outcome of the design process will

be of value in primary education is to involve these teachers in future efforts.
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av matematikuppgifter paverkar elevers mojligheter till lirande och val av
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Resultaten visar att 1 en lirandesituation som bestar av upprepad trining av en
16sningsmetod ir elevernas resultat starkt beroende av deras kognitiva formaga.
Uppgifter som ger eleverna mojligheter att [6sa dem med kreativa resonemang
verkar 1 viss man kompensatoriskt i forhallande till elevers kognitiva resurser.

Testdeltagare som trinat via kreativa resonemang har en ligre kognitiv belastning.
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