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Grundldggande hyperbolisk geometri

I denna uppsats presenteras grundlaggande delar av hyperbolisk geometri. Uppsatsen dr
indelad i tva kapitel. I forsta kapitlet studeras Mobiusavbildningar pé Riemannsfaren. Andra
kapitlet presenterar modellen av hyperbolisk geometri i 6vre halvplanet H, skapad av
Poincaré pd 1880-talet.

Huvudresultatet i uppsatsen dr Gauss — Bonnét's sats for hyperboliska trianglar.

Elements of Hyperbolic Geometry

In this thesis we present fundamental concepts in hyperbolic geometry. The thesis is divided
into two chapters. In the first chapter we study Mobiustransformations on the Riemann
sphere. The second part of the thesis deal with hyperbolic geometry in the upper half-plane.
This model of hyperbolic geometry was created by Poincaré in 1880.

The main result of the thesis is Gauss — Bonnét’s theorem for hyperbolic triangles.
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Inledning:

I denna uppsats presenteras grundldggande delar av hyperbolisk geometri. Uppsatsen dr
indelad 1 tva kapitel.

I forsta kapitlet studeras Mobiusavbildningar pa Riemannsfaren och deras viktigaste
egenskaper. Att anharmoniska forhéllandet och familjen av cirklar och réta linjer 4r invarianta
genom en Mobiusavbildning dr egenskaper som dr centrala i kapitel 1. Klassificeringen av
Mobiusavbildningar med hjélp av deras fixpunkter dr ocksé ett avsnitt som studeras i forsta
kapitlet. Denna klassificering dr grundldggande for identifieringen av hyperboliska rotationer
och translationer i kapitel 2.

I kapitel 2 presenteras modellen av hyperbolisk geometri i H som skapades av Poincaré pé
1880-talet. Bagelementet och det hyperboliska avstandet dy;: HxH — [0, oo 1 H ar begrepp
som definieras. Senare definieras de geodetiska linjerna i H som kallas for de réta linjerna
eller de hyperboliska réta linjerna 1 H. I uppsatsen presenteras dven vinklar mellan kurvor och
area i H samt de enklaste polygonerna d.v.s. de hyperboliska trianglarna. Arean av dessa
trianglar kan berdknas enligt Gauss — Bonnét’s sats som bevisas 1 kapitel 2. Efter beviset
studeras ett avsnitt med hyperboliska rotationer och translationer och avslutningsvis gors en
jamforelse mellan Euklidisk och hyperbolisk geometri. Den stora skillnaden mellan de tva
geometrierna dr Euklides femte postulat om parallella linjer.

Jag vill passa pé att tacka min handledare Ilie Barza for stort engagemang och foredomlig
handledning av min uppsats.

Anna Persson
Karlstad 060523



Kapitel 1. Mobiusavbildningar och dess egenskaper

1.1 Riemannsfaren

ZA

0,0-1) (P):=Lp N C

Figur 1.1. Riemannsfdren

Vi betecknar med $* = {(x, y, z )| x*+ y*+z*=1}och Z=X+iY eC

Avbildningen & §* — C definierad genom &(P) = Lp C for P # N och &) = oo, kallas den
stereografiska projektionen av sfdren S?pa €. Sfiren S” tillsammans med den stereografiska
projektionen pd C kallas for Riemannsfaren.

Oaindligheten, oo, dr en punkt utanfor det komplexa talplanet.
C:=Cu {o}
C ir XY-planet i figur 1.1. Punkten (X, ¥) = X + iY € C identifieras med punkten (X, Y, 0) iR

Om man drar en rit linje genom en punkt (X, Y) € C och nordpolen N(0, 0, 1) s& kommer
linjen att skiira S”i punkten P(x, y, z). Man far da att;

X= och Y= Y
1-z -z

&(P)=Z=£ +i?  och EN)=w.

1-z

2ReZ 2ImZ |7 -1
|Z|2 +1’|Z|2 +1’|Z|2 +1

éI(Z)él(XJriY)P{ J e S°\{N}
och &7/(w)=N.

Alla punkter pa Riemannsfiren kopplas da ihop med punkter P € C.



Sats 1.1: Om I ir en cirkel pa $* da ar &) en cirkel eller en rit linje i C. Om N(0,0,1) ¢ I s&
ar §(I') en cirkel och om N e T'sd ar (') en rét linje U {o0}.
Omvint: Om I 4r en cirkel eller en rit linje i XY-planet s 4r &™'(I') en cirkel pa S°.

Bevis: Lat I' vara en cirkel pa $* som inte innehaller N. I" har ekvationerna:

I: x2+y2+22=l
ax+by+ cz+d =0, sdatta®+ b*+c*=1 och c+d#0

Dessutom maste avstéindetl d | frén origo till planet ax+by+ cz+d =0 vara < 1.

(Om | d | =1 s &r planet tangent till sfaren och cirkeln C reduceras till en punkt. Om
avstdndet dr > 1 s blir I' lika med tomma méingden O ).

Vi har att:

X= och E(x, v, 2)

Lat (x, y, z) vara en godtycklig punkt pa I

Z=E((xy,2)=X+iV, dir X= > och Y= -2

1-z 1-z
Vi far da att:

2X o

x:|Z|2+1 ;y:|z|2+1 '~ Z|" +1

Om vi substituerar uttrycken for x, y och z i planets ekvation s far vi:

2aX +2bY +c(|Z]” - 1) N

5 d=0 <
Z|” +1

ax+by+cz+d=0 =

& (c+d)|ZP+2aX+2bY +d—c=0 <

& (et dX+Y)+2aX+20Y +d-c=0 <

o XCivi2—% xi2- 2 yid=cy (1)
c+d c+d d+c
- b d-c o .
Om vi sitter o = , B = och y = kan vi skriva ekvation (1) som;
c+d c+d d+c

X+ Y +2aX+28Y+ y =0



Om vi kvadrat kompletterar (1) far vi foljande uttryck:

’ b\ . d- 2 b’
(X+ a)+(Y+ j‘l‘ c_._4 - - =0
c+d c+d c+d (c+d) (c+d)

a

c+d’ c+d

Vi kan nu se att () &r en cirkel med medelpunkt (— joch radie r > 0 dar,

,_a’+b’ d-c _ a2+b2—(d—c)(d+c) _ a2+b2—(d2—cz)

(c+d) d+c (c+d) (c+d)
a’+b*+c’-d* _ 1-d’ _N1-d?
= 5 = > >0 = r= .

(c+d) (c+d) |c+d|

Lat oss nu betrakta fallet nar I" innehéller M.
Vi har sedan tidigare att:

[ [ X+)y +27=1 dir, d’+b’+c=1, ¢c+d=0 och |d|<]I
ax+by+ cz+d =0,

P& samma sitt som i forra fallet sa substituerar vi uttrycken for x, y och z i planets ekvation.
Vi far igen att,

(c+d)(X°+Y) +2aX +2bY +d—c=0,d.v.s
20X +2bY +d—c=0 )

Ekvation (2) r en rét linje.
Detta betyder att (I") dr den réta linjen L med ekvationen,

2aX +2bY +d—c=0
1 XY — planet tillsammans med §(N) = .
Lat oss nu betrakta Q, en cirkel 1 XY — planet. Lat ekvationen for cirkeln Q vara:

X2+ Y+ mX+nY+p=0, (3)
1
dér m, n,pe R och | p| < Exlmz +n’

Eftersom Q ér en cirkel, for Z e Q sa triffar den réta linjen genom Z och nordpolen N(0, 0, 1)
S punkten (x, y, z) med z < 1.



Vi har sedan tidigare att:

1+z

X= ,v= 2 |7 =
-z

Om vi substituerar ovanstdende uttryck for X, Y och | Z | ? i ekvation (3) samt utnyttjar
att|Z|2=X2+Y2 sa far vi att:

bz o Y i p=0 @)
1-z 1-z 1-z

Ekvation (4) kan forenklas till:

mx+ny+({U-p)z+1+p=0 ®)]

Ekvation (5) ér ett plan som inte innehéller nordpolen N. é'l(Q) ar alltsa snittet mellan $”och
ett plan som inte innehéller N, dvs & '(Q) ir en cirkel pa $” som inte innehaller N.

Anta nu att Q &r en réit linje i XY-planet som har ekvationen:
AX+BY+C=0 dird,B,CeR ochatt4’+ B’ >0

Satter vi in vara uttryck for X och Y sa far vi:

A2+ Y =0 o
1-z 1-z

Ax+By—-Cz+C=0 (6)

Ekvation (6) beskriver ett plan som innehéller nordpolen N (0,0,1). & '(Q) 4r d4 snittet
mellan $° och planet (6).
]

Med tanke pé den foregéende satsen sé kallar vi fran och med nu cirklarna och de réta linjerna
i XY-planet for cirklar (eller generaliserande cirklar) i € = &(S”). Om Q ir en rit linje s4 har
QU oo bilden genom & ' av en cirkel genom N.



1.2 Definition av Mobiusavbildningar
D ira,b,ed eC

Definition 1.1: Avbildningen 7: € — C definierad genom 7(z) =
cz+

och A = ad — be # 0 kallas for Mébiusavbildning ( eller en Mbiustransformation av €).
a ., d . .
T(0)=womc=0o0ch T(0)=— ddc#0. T(——) =00 ifalletdd c #0.
c c

Inversa funktionen 7' ges om ekvationen 18ses med avseende pa z:

dw—->b

—cw+a

az+b
w= & z=
cz+d

T~ 4r ocksa en Mobiusavbildning och ges av:

z=T"(w)= dw=b ; T7'(0)=c0didc=0 och
—cw+a

T"(g) =0 och T7'(00) = —% dac#0.

Familjen av alla Mobiusavbildningar betecknas med Mob.

Mob = Mob™ U Mob~

az+b ad—bc=1, a,b,c,d eC

2

Mob ' bestér av z o
cz+d

M0ob bestar av z o a_+,B’ ads—-py =-1, a,p,y,0€C

Z+0

Anmérkningar:
Om ad — bc = 0 kan man se att 7 ar en konstant funktion.

1.
2. Man kan alltid ta A= 1. (Om A # 0 och ke C ir sadant att & = A,

a b

o=k ocha= 99 _be _ad=bc | jetta fallet.)
c ok K
*Z+;

3. Omc=0, T (o) :=0=I1imT(z).

4 Ome#0,T(0)=2 = lim T()och T( - %) = oo,
c c
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1.3 Matriser som motsvarar Mobiusavbildningar

Vid berdkningar med Mobiusavbildningar kan man anvdnda matriser.

b
My = {a d} kallas for matrisen av T.
c

M7 maste identifieras med {
— c —

} eftersom dessa (och endast dessa) matriser uppfyller

a az+b

cz+d’

b
kraven att de‘{ d}: loch Tz=

c

x(T):=a + d, kallas for sparet av 7. Spéret dr ocksa definierat upp till tecknet, d.v.s y(7) kan

) ) -a -b
ocksé vara talet — a — d om vi tar matrisen M7= [ d} .
— c J—

Sats 1.2: Om S, T € Mob sa giller att:

1. Msor=MsMry
2. M, =M’

3. 4(SoT) = y(ToS).

Bevis:
1. Anta att Sz = az+b och Tz = z+p . Matriserna blir da:
cz+d 7q+5
b
MTZF } och Msz{a ﬂ}
C y 5
a(w+§j+b , s
+
(SoD)(z) = \FETO) - = (aad+by)z+af + N
z+ B,y (ca+dy)z+ fc+do
zZ+0

aax+by af+bo a blla pB
MSoT = = :MsMT d.v.s (1)
ca+dy cf+do c d||ly o



b _ d
2 Antaatt s = FF0 oy @ = Ty
cz+d c d r

L [a B [d -b
(M, = = =M, (eftersomad—bc=1).
c d -c a

3. Viseri(l)att y(SoT)= aa+by+cf+do

(az+bj

o +IB

(ToS)(2)= cz+d _ _(aa+fo)z+ab+
(a“b)ﬂs O (mrs)zeprod
cz+d

aa + fe ab+ﬂd}

Mypos =
s Lfa+5c b+ od

2(ToS)= aa+ B+ yb+d = y(SoT)

Foljdsats: y(S”o ToS) = x(T) for godtyckliga Mobiusavbildningar 7 och S.

Anmirkning:

|
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Tva Mdbiusavbildningar kallas for konjugerade om det finns en Mdbiusavbildning S sa att:

U=8'TsS

Den foregiaende foljdsatsen kan omformuleras som:

Konjugerade Mdbiusavbildningar har samma spar.

A8 10T08) = ((ToSoS ™y = (1)



1.4 Bilder av cirklar och linjer genom en Mdobiusavbildning

Sats 1.3: Om I dr en (generaliserad) cirkel och T &r en Mdbiusavbildning sa géller att 7(I")
ocksé dr en (generaliserad) cirkel.

Bevis: I xy-planet beskrivs en rét linje allmént pa formen
ax+by+c=0; a b ce Rocha>+b*#0 (1)

Vi ska nu uttrycka denna ekvation i termer av z = x + iy och z =x — iy, dér z dr
komplexkonjugatet av z.

Fran uttrycken med z och z erhalls att:

z+Zz z—Z

och y = Y
i

x =
Nir vi nu substituerar uttrycken for x och y far vi foljande uttryck;
1 . 1 o=
—(a—ib)z+ —(at+ib)z +c=0 =
2 2
aztaz+c=0 (2)
dir a # 0 darfor att | | = %| a—bi|= %\/az +b° >0

Ekvation (2) beskriver familjen av alla réta linjer 1 C.

En cirkel med radien » och medelpunkt (a, b) beskrivs av ekvationen,;
(x—a) +(y-b)y="r ©
X +y 2ax-2by+d+ - =0 <
Xy tax+tfyty =0,

dir @ =—2a, f=-2boch y=a’ +b* —#*

2 2 2 2
medelpunkt(—%, —E); r=+a’+b’—y= 1/#—7/ ; reR & 75%

2

Ekvationen; A(x’+y°) +ax+ fy+y =0 (3)
innehaller alla cirklar f6r 4#0 och alla réta linjer for 4 = 0 1 planet.

Lat oss beteckna med €, familjen av alla (generaliserade) cirklar i det komplexa talplanet
XOY:
Q={I'cC | I' = generaliserad cirkel }
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Vi maéste bevisa att 7 (QQ) = Q.
Lat['e Q vara given av ekvationen,
A+ +ax+ By+y =0 dird, a, Boch y €R (3)

Genom att anvianda att z=x +iy och z=x +1iy skrivs ekvation (3) pa formen,
_ 1 . 1 o) =
Azz+§(a—zﬂ)z+5(a+z/i’)z +y =0 4)

Vi fér da att I" beskrivs med hjélp av den komplexa variabeln z som:
Azz +mz+mz +y =0 A, yeR, meC (4)

Om T ar given av:
az+b

Iz=w=u+iv= , a,b,c,deC och A=ad—bc =1

cz+d

sa ges dess invers T~ av:

) dw—-b . . .
Genom att substituera z =———— 1 ekvation (4) fér vi att:

—cw+a
A( dw—bj(di—b_j v (di—b_Jer:O o
—cw+a)\ —cw+a —-cw+a
= A(dw —b)(dw —b ) +m(dw—b)(-cw+a) + m (dw—b )(-cw + a) +
+y7(-ew+a)(-cw+a)=0 <
o Aww +m'w+m"w + y'=0 (5)

dér koefficienterna ges av:

A' = (4dd —mde —mde +yec) = Ald|” —2Re(mde)+ y|d
m' = (de—Adl;—i-ﬁgc—}/Ec)

m" = (mbE— Abd +maa — 75a>

y' = (4bb —mba —mba+jyaa) = Ap|" - 2Re(mba)+ 7|’

Viseratt m"=m' ochatt 4, y' eR. T (I) ér alltsa given av ekvationen:

Aww + m'w +m'w + y' =0 dir 4, y' eR (6)
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Ekvation (6) visar att 7(I") dr en generaliserad cirkel.
Sammanfattningsvis far vi:
T) e T(Q), T godtycklig & T(Q) < Q
Eftersom 7~ ocks4 ir en Mdbiusavbildning far vi att:
T7(Q) c Q.
Slutligen fér vi:
Q=T(T"(Q) c Q) cQ

d.v.s
T(Q) = Q och satsen &r bevisad.

1.5 Konformitet

Definition 1.2: En konform avbildning dr en avbildning 7: Q —> D, za w=T(z) som
bevarar vinklar till storlek och riktning dir Q och D dr omréden i C.

En kurva I" i komplexa talplanet kan parametriseras enligt:

I': z(f) = x(t) + iy(?), t € I = intervall cR.

Vi antar att #— z(¢) ar deriverbar och att derivatan &= dz/dt ar kontinuerlig och skild frian
noll 6verallt. En sddan kurva kallas regulér och har en bestdmd tangentvektor

v(t) = [&¢), ¥t)] # o 1 varje punkt.

Lat T Q> D, za w=T(z), vara en avbildning och 14t tva godtyckliga kurvor skdra
varandra med en vinkel 1 punkten z,. 6 dr genom definition vinkeln mellan
tangentvektorerna till de tva kurvorna i den gemensamma punkten. Avbildningen 7 kallas for
konform i punkten zy om beloppet av 8 dr detsamma som for vinkeln mellan bildkurvorna, se
figur 1.2. Om T dr konform i alla punkter i ett omrade Q s dr 7 konform pa Q.



z —planet: w — planet:

V2

w=T(2)

20

bal

' =1(n)

Figurl.2. En konform avbildning bevarar vinklar till storlek och riktning.

Sats 1.4: Avbildningen 7 &r konform i alla punkter zy dir 7"(zo) # 0.

Bevis: Anta att z och w dr komplexa tal ddr z=x + iy och w =u + iv.

Euklidiska skaldrprodukten av vektorerna {x} och {u} ar:
y v
X u _
{ } : { } = <Z,W> =Re(zw)=xu+yv
¥ v
<z,w>=xu+yv, zzw#0ochf [0, n]

<Z, W> = |Z||w|cosﬁ, 0= arccos<Z’—w>

Bildkurvans tangentvektor ges av:
[/(t,) =T'(zy)y(t,) dir zo = z(%).

<az,w> = a<z,w> om o €R

Om « och f € C far vi att:

<az,w> = Re(azw) och

<az, ﬂw> = Re(azﬂ_w) = Re(azfw) = Re (affzw)

15
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a=p0=> <az,aw> =Re(aazw) = |0(|2 Re(zw) = |0(|2 <z,w>

(D)) _ (TG 6T ()73 (6)
|F1’(t0) r2!(t0)| T'(zy)y(ty) T’(Zo)yé(to)|

vinkeln mellan (I7(z,),T, (¢,)) = arccos

s|Tl(Zo)|2<71’(to)a7;(t0)> <7/1'(l‘0),]/;(10)>

= arcco = vinkeln mellan (y/(¢,),7/(¢,)).

— ; = arccos-— ,
T(Zo)| 71(t0)72(to)| |71(t0) 72(t0)|
U]
Foljdsats: 7 Mobiusavbildning = 7 konform.
Bevis: 7) = “ 12 dira b c.d eC. T'(2) = ;2 #0 i alla punkter.
cz+d (cz+d)
]

1.6 Fixpunkter

Mobiusavbildningar klassificeras med hjilp av sina fixpunkter. En fixpunkt till en avbildning
T &r 16sning till ekvationen:

az+b

T(z) = =z,dirze € och a,b,c,deC , ad—bc=1

cz+d

Vi vet fran definitionen av Mobiusavbildningar att for ¢ = 0 har vi 7() = o och i fallet da

¢£0dr Te)=2 och T(- 4 )= oo,
C C

Avbildningen 7: € — € ir bijektiv och dess invers 7 : € — C ir given av:

dz—b
—cz+a

T )= -9 T (Y=o (fore£0)
C C

T ()=

Den identiska avbildningen I, I (z)=z (V) z € C, har varje punkt z € € som fixpunkt.
Fran ochmednusd antarviatt 7#1 .

Spéret x som definierades i kap 1.3 som y:= a + d, visar sig vara ett bra hjdlpmedel vid
klassificering av Mdbiusavbildningar.
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Sats 1.5: Ekvationen 7T(z)=z, z € C, har hogst tvd losningar.

Bevis:
Fall1: ¢=0:

1z = az+b =£Z+2=CZZ+,B
d d d

Vi ser hir att 7(c0) = co. En 16sning till ekvationen och didrmed en fixpunkt &r alltsd z, = co.
Om a # 1, dvs om a # d s har ekvationen ytterligare en 16sning, z; € C .

eC

To)=z< az+f=z @ (a-1)z=—f < z=7z=
—-a

Om a #d sé har T tva fixpunkter: z; = li (dir a= % och = S)ochzzz 00,

Oma=d (& a=1)sablirT, Tz=z+ A, (/1=§¢0, eftersom vi antagit att 7+#1).

For zeC, z+ A+#z Idethir fallet sd har 7 bara fixpunkten z, = oo.

Fall 2: ¢ #0:

az+b

T(z) =
@ cz+d

T(—i)zoooch _4 € C;—i ar alltsa inte en fixpunkt till 7.
c c c

T(0) = 2 eC = wir ingen fixpunkt.
c
Vi fortsétter att soka efter (eventuella) fixpunkter z € C (dvs z # ).

az+b
Tz=z & =

z o +d-az-b=0 (1)
cz+d

Eftersom (1) dr en andragradsekvation har 7 hégst tva fixpunkter ndmligen rétterna till
ekvationen (1).

a—d+\(a—d) +4bc  a—d+(a’ +d* +2ad —4ad +4bc

2c 2c

212~

_a—di\/;(z—4(ad—bc) _ a—-dx+y -4

2c 2c

a—d
2¢

I fallet da 7 endast har en fixpunkt < ;(2 =4 Hirfarvidiaattz; =z, =
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For y°#+ 2 sd har T tva fixpunkter;

a—d—+y -4

—d++y -4
Z1 = och Zzza 4

2c 2c

Foljdsats: Om 7€ Mob och T har fler én tre fixpunkter sd dr T=1. (Omzy, zp, z3 € C och ér
parvis olika samt om 7(z;) = z, forke 13 daar T'=1).

Foljdsats: Om S, T € M6b och om (3) z1, 22, z3 € € som ér parvis skilda och S (z;) = T(z)
forkel,3 daarS=Tdvs. S2)=T1() (V)eC.

1.7 Paraboliska Mobiusavbildningar

Definition 1.3: Mobiusavbildningen T kallas f6r parabolisk om den endast har en fixpunkt
zeC.

( Eftersom T'som ges av 7z=z+ A, dir A# 0, ar parabolisk sa definieras dven I som
parabolisk. Alltsaar 7z=z+ A4, (V) ze C, parabolisk (V) Ae C.)
Fall 1: Nér T ar parabolisk och odndligheten dr enda fixpunkten, z; = oo, far vi att a = d vilket

reducerar avbildningen till;

Tz=z+1, AeC,

Fall 2: T parabolisk och z; e C.

_az+b 2y Z:Z:a—d
cz+d X ’ : 2 2¢

T

Den normala formen for avbildningen 7 skrivs som:

L S (9)

Iz—z, z-z

Vi kan visa detta genom att anvinda oss av att @ + d =2 samt att 7z, = z;.
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az+b  az,+b _

Tz -1z, =
cz+d cz, +d

_aczz, +bcz, +adz +bd —aczz, —adz, —bcz —bd _
(cz+d)(cz, +d)

z—2z

Tzt d)ez, +d)

Om vi inverterar detta uttryck far vi:

1 (cz+d)(ez +d) _

utnyttjaatt z=z—z;+z; | =
Tz -1z, zZ—1z | v |

:z(czzl +cd)+cdz, +d* :(z—zl)(czzl +ed)+c’z] +edzy +d’ _

z—2z z—2z

c’z} +2cdz, +d* _ (ez +d)?

=c’z)+ cd + +c(cz) + d) = | utnyttja att ¢z +d =
z—1z, z—1z,
:a—d+d:a+d:1|_ 1 Lo
2 2 z-2z
Vi fick alltsa att:
" ©

Tz—z, z-z

Vi betraktar fallet da y = 2 och substituerar z mot 7z i (9) far vi:

1 1 1
> = +c= +2c
I“z—z Iz-z z—2z

Genom matematisk induktion far vi att:

! _ ! +mc (V)meN
T"z—z, z-z




Om vi gdr samma substitution med z mot 7~ z ekvation (9) fir vi att:

+c

1 IR SRR B
T (2)-z T (9)-z z-z T7(2)-z

1 _ 1
T (z)-z 2z ‘
1 1

Genom matematisk induktion far vi att:

! S +mec (V)YmeZ m<-1
T"z -z, zZ—2z,

Slutligen fér vi att:

1

T"z—-z, z-2z,

+mec, (V)meZ

Vi kan dra slutsatsen att 7" &r parabolisk (V) meZ.

Sats 1.7: T parabolisk < |y| =2 och y eR.

2

Bevis: ” =
Falll:dic=0=>Tz=z+ A

Eftersom a=d=1 = y=a+d=2

FallZ:c;ﬁO, Z1 =2z eC

CHb Pt d-az—b=0
cz+d
~d+.y -4 -
Zl2:a £ ’Zl+22:a dOCh Z]Zzz—é
2c c c

Z1=n e ' -4=0& y=142 <y =20ch ye R

Vi har visat att da 7 &r parabolisk = y =2 eller — 2. 0

20
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Vi ska nu visa det omvénda,
”«=" y=2 = T parabolisk

Fall1: c=0och |y|=2, y € R.

a

Tz=—z+2, ad=1 < a= atd=2
d d

2

1
d

d=2-a = aQ-a)=1od-2a+1=0 @ a=1; a=d=1 =

Tz =z + b, denna avbildning &r parabolisk

2 2

—
Fall 2: ¢ # 0 och |;(| =2, 7€ R.

“Hb _ o P (d-az-b=0
cz+d

Eftersom z; = z; har T endast en fixpunkt och dr dirmed parabolisk.

1.8 Icke-paraboliska Mobiusavbildningar

Definition 1.4: Mdbiusavbildningen kallas for icke-parabolisk om den har fler &n en
fixpunkt, d.v.s. tva fixpunkter.

Fall1: ¢=0.

TIz=cz+f,a #0; 1

OChZzZ 0 (TZl :Zl)

zZ1 =

Genom matematisk induktion far man att 7%(z|)=z, (V) ke Z. P4 samma sitt fir man att
T*(00) = 0. z; och oo 4r alltsé fixpunkter till 7% ke Z *. For avbildningarna T* # I = T* 4r
icke-parabolisk.



Normala formen blir hér (¢ = 0):
Tz—To=a(z—z) (V) zeC (2)
Talet o betecknas med &(7) och kallas for multiplikatorn av 7.

Tz— Tz =k(T)z-z) (V) zeC 2)

Fall 2: C;ﬁo, zZ1 7522 och Z1, 22 eC

a—-d*+y’ -4
2c

212 =

T(zi))=z1 och T(z)=2z, ; Tze#z (V) zeC\{z1;22}

Ekvationen i w,

WZE _kZTE k20,1 3)
w—z, z—2z,
. az+ f N N .
leder till w = w(z) = prt dvs w ér ett element 1 Mob. Vi betecknar w med S'.
7z

Vi far da uttrycket:
S S Ry ST (4)
S(z)-z, z—-2z,

D4 z =z far vi:
M: 0, dvs S(Z1) =1
S(z,) -z,

Da z = z, far vi:

SE) =20 Allsd dr S(z2) =z,
S(z,) -z,
k#1 =S #1I. Shar alltsa bara z; och z, som fixpunkter.

Om vi viljer ett virde pa k sddant att S(c0) = T(o0) far viatt S=T .
a

4z )
S()=T(0) & S=T< < —k1 o k=2T% , T(OO)ZEZS(OO)
a a—cz, c
4z
c

Detta vérde pé k betecknas som A(7) och kallas for multiplikatorn till 7.

22
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Ekvation (4) blir da:
T(z)-z, :k(T)Z_Zl (5)
T(z)-z, z—-2z,

Sammanfattningsvis kan vi nu skriva:

Tz—z1 =k(T)(z—z1) om 7(z1) =z och T(c0)=c0.
M = k(T)ﬁ omz;,z; € Coch z1# 2. (6)
T(z)—z, zZ—1z,

I bada fallen (6) ovan kallas ekvationerna for den normala formen av avbildningen 7.
kKT) e C\{0, 1} (darfor att T inte dr konstant och T # I).

Anmérkning: DA T &r parabolisk definieras k(7) = 1.

Det finns ett anvéndbart samband mellan multiplikatorn £ och spéret y :

k+ —=....= " -2

1
k

1.9 Geometrisk klassificering av icke-paraboliska avbildningar

Anmérkningar:
Ticke-elliptisk = [KT)]1"#1,(V) meZ'
Multiplikatorn, A(7) kan skrivas pa polér form:

k(T) = pe' dir p >0o0ch 0 € |- z;7] (7)

Uttrycket (7) for &(T) m6jliggor en klassificering av icke-paraboliska Mdbiusavbildningar.
Definition 1.5:

(1) T kallas for elliptisk om p=1och 8 #0
(i1) T kallas for hyperbolisk om p#1 och 8 =0
(ii1)) T kallas for loxodromisk om p#1 och € #0



Nigra egenskaper hos k(7)

Falll:z; =
T(z) 21 =KT)(z =)
TX(2)—2z1=(T oT)@) — (T oT)(z) =T (T(@) —z1 = KD Tz) — 21 ] =
=[KD T (z-2)

Genom matematisk induktion far vi att:

T"2) -2 =[KD]1"(z-z2),(V) meN

Fall2: z1,z, € C, (z1#2)

T@-z _ KO)ZZ2 (V) zel (5)
T(z)-z, z-2z,
Om vi byter ut z med 7z 1 (5) fér vi:
T?z-z 1z -z z—z
:kT | - k 2 1
TZZ—Zz ( )TZ—ZZ KD z—2z,

Genom matematisk induktion far vi:

KT™) =[kD]", (V) meN

24

I bada fallen géller att A(T™) = [K(T)]", (V) meN . Den foregiende likheten géller d&ven for

meZ,darm <-1.

Vi kan nu sammanfatta vara resultat i tva ekvationer:
T"Q)—z1=[kD)]" (z-2z1), (V) meN, fall 1

T"(2)- - A

@ =2 1" 2250 (v) zeCoch (V) mez, fall2
T"(z)-z, zZ-2z,

Det finns fall ndr m >2 och k(7)™ =1

Exempel:

KT) e { &,&,.,e""}, 8=cos(2—ﬂ)+isin(2—7z)
m m

(M=1{1¢¢%..,"")

®)
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[ detta fall &r T, T°, ..., T elliptiska och 7" = I. Ett sdant element kallas for cykliskt
element i Mob".

27

T cykliskt element i Mob™ <> T elliptisk och k(7) = e m=e™ te 0

Foljande sats ger en karaktérisering av ickeparaboliska Mdbiusavbildningar med hjélp av
sparet.

az+b

Sats 1.8: T'(z) = a,b,c,d, eC, ad—bc=1

cz+

1. Tarelliptisk < y € Roch |;(|<2

2. Tiér hyperbolisk < y € Roch |;(|> 2
T ar loxodromisk < y ¢ R

[13 2

Bevis: “=
1. Viantar nu att 7 &r elliptisk, d.v.s,

KT)= e, 0<6<2r
2 1
¥y —2=k+— = 2cosf
k
2 29
¥ =2+ 2cos@ =2(1+cos ) =4cos E:>

0
= +2cos—
d 2

Vifaralltsd att y eR,  |y] =2

cosg <2 ,eftersom 0 < §< T

Da T ér elliptisk = y €R och |;(| <2

2 2

—
Vi antar nu att y € R och | ;(| < 2 och ska bevisa att T ér elliptisk.

X €R och |;(|<2 :%e]—l,l[
(&) ee]o,ﬂ[sﬁatt%:COSH

¥ =2cos 0, 9=arcos%e 10, = [



k+ % = 4> =2 =4cos’0@—-2 =2(cos’ @—1)= 2cos26

k* =2kcos260+1=0

++/cos? 20 —
kL2 = c0s20+ fos 20-1 = cos20 tisin26

ky = cos20+isin 20, dir |k,| = |k,| =1

k= e’ dir 0 <260 <2z = Tir elliptisk

Bevis: 2) Vi skall bevisa att &r 7 hyperbolisk <> y€ R och | ;(| >2

2 2

=
k= pe'® (daiar T hyperbolisk har vi att =0 och p >0, # 1)

k=p €]0, 0] \{1}

;(2—2=k+l=p+l =
k p

X =p+2+

:[ﬁ+ﬁ] och /p €l0,e0[ \ {1}

1
Yo,

JE+L > 2 eftersom £ 41 >2 (W)t >0 < (\/;—L)zzO
7 t i

Vi far alltsa att:

\/E+ﬁ >2 = %= (\/Z+ﬁ]2>4

y ==

1
\/;+— = y€R
N

x€ R och |;(|> 2.

26



” <" Vi ska nu bevisa det omvénda, ndmligen att

xX<€R och |;(| >2 = T hyperbolisk

1
k+—=y*-2
P

K —k(y*=2)+1=0
k1+k2: ;(2—2 >2

kiko=1 = k;och k, har samma tecken.

PR S E 2 (St Bt S Sl E2VF Shates SN St 57 2V St N
1,2
: 2 2

2
=keR, k>0 =k=pe?, =0, p>0
ki + ky > 0 = atminstone k; eller &, > 0

Vi far alltsa att k& > 0, k, > 0 d.v.s T ar hyperbolisk

3) Itredje och sista fallet da 7" varken ar parabolisk, elliptisk eller hyperbolisk dr den
loxodromisk.

T loxodromisk < y ¢R.

Sammanfattningsvis kan vi nu skriva att d& ye R ar 7,

parabolisk, y=2.
elliptisk , |7]<2

hyperbolisk, ;(| > 2,

samt i fallet d& y ¢ R ar T loxodromisk d& y ¢R.

27
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1.10 Cirklar genom paraboliska Mdbiusavbildningar

De olika typerna av Mdbiusavbildningar har olika egenskaper. Vi ska hér studera familjer av
cirklar och réta linjer som dr invarianta genom Mobiusavbildningar. Vi borjar med att
undersoka fallet dd@ Mobiusavbildningen 7" dr parabolisk.

T parabolisk:

Fall 1: Avbildningens fixpunkt, z; =c. 7z=z+ A dédr A # 0. Vi identifierar A € C med
vektorn som har origo i o och dndpunkten A. Lat L vara en rét linje som &r parallell med A, se
figur 1.3. Det dr da uppenbart att 7 (L) = L. Om L r en rit linje som é&r vinkelrdt med A d& ar
T (L") ocksé en linje som dr vinkelrdt med A.

T invarierar de réta linjerna parallella med A och invarierar familjen av de réta linjer som dr
ortogonala med A.

v

Figur 1.3. Parabolisk avbildning med o
som enda fixpunkt.

Fall 2: Mobiusavbildningen 7 har en dndlig fixpunkt z; € C.
Avbildningens normala form ér:

Lo 1 +c,(c#0darforatt T#1) (1)

1z -z, z-2z,

Lat oss ta Sy, Ur € Mob dir:
ST z=

och Urz=z+c¢
z—z

Mobiusavbildningens normala form (1) blir da:

Sro T=Uro St 1)
(1) kan skrivas som:

T=S;"0Uro Sy )

z=x+iy ,w=u+iv



Lat Ay vara dr den rita linjen genom fixpunkten z; som é&r parallell med vektorn

c
c=citic; = { 1} , se figur 1.4.

CZ
Den réta linjen A, 's ekvation ar:

a(x=xi)—c(y-y)=0 A3)
dir z; = x; +iy; ar T’s fixpunkt.

Forze Apochw=u +iv=_Srz far vi:

1 1 —1
w = Sz-z=—=——=— ()
z—7z woou+iv out+v
Ya Ya
Ao S7(Ao)

=
=<V

Figur 1.4. Parabolisk avbildning da 7 har en dndlig fixpunkt.

Eftersom z ligger pa A sé géller ekvation (3). Ur samband (4) sé far vi att:

1
X=X = — u -, (realdelenav —)
u - +v w
v . - 1
y-»1= ———, (imagindr delen av —)
u - +v w

Om vi substituerar (5) 1 (3) sa far vi att:

c,u v
i —— 1 =0 < cu-c¢v=0
2 2 2 2

u’+v w4y

Vi kan hér se att S7 (Ao) ar den réta linjen som gar genom origo och punkten ¢ se figur 1.4.

Alltsd ar Uy (St (Ao)) = St (Ap) och foljaktligen,
T (Ao) = St (Ur (Sr(A0)) = St (Sr(Ao)) = Ao

Ay dr alltsd invariant med avseende pa Mdbiusavbildningen 7.

(5)

(6)

29



Lat nu I' vara en cirkel som tangerar réta linjen Ay 1 punkten z; se figur 1.5.

Ya Y a Sr (T
r Ao S7(Ao)

21

v
v

Figur 1.5.

Sr (') dr en riit linje som endast har oo som gemensam punkt med den réta linjen
ST (A()) 1C= ST (F) // ST (Ao)

Eftersom Urz=z + ¢, Ur(Sr(I'))=Sr (') darfor att Urw=w +c (V) w.
T () =587 (UrSr M) =87 (Sr() =T
Cirkeln I" &r alltsé invariant med avseende pé 7.

L4t oss nu ta en annan cirkel /" som &r ortogonal mot de foregdende cirklarna d.v.s. I" har
medelpunkten pd Ay och gér genom fixpunkten z;, se figur 1.6.

Ag
y‘k ylk

St (Ao)

(D)

X SANT) X
Figur 1.6
St (T) ér en rét linje som &r ortogonal mot St (Ap ). Ur(Sr (I')) dr en rdt linje L S7 (Ao ).

raT)= Sr! (Ur (S7(I'))) = en cirkel av samma familj d.v.s. en cirkel med medelpunkt pd A,
och som gar genom fixpunkten z;. I' och 7' (I') har alltsd samma tangent i z;.

Familjen av alla cirklarna med medelpunkt pa A och som gér genom z; ar invariant med
avseende pa 7.
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Sammanfattningsvis kan vi skriva att 7" invarierar cirklarna genom z; som tangerar Ay och
invarierar familjen av cirklarna som dr ortogonala mot de foregdende cirklarna som gér
genom z;.

1.11 Cirklar genom icke — paraboliska Mobiusavbildningar

Vi skall nu studera fallen d& Mobiusavbildningen 7 ér icke parabolisk och vi borjar med
az+b

studien av de elliptiska avbildningarna 7'; 7z =
cz+d

Fall1: c= . z, eCoch z,=©.

Den normala formen av T ar i detta fall,
Tz—z21=k(T)(z—z) dirk(T)= €’ ,0#0 och —7<0<rx
S;oT =Uro Sy < I'=S;'oUro Sy

Ur ir en rotation kring origo. (U,(z) = ze'’ och Sy(z) =z —z))

) =
vt Sr(A)
Y
®
x'
Figur 1.7
A P
EyA //’/
T(A) L
Ur(Sr(A))
%
X

Figur {

T roterar de réta linjerna genom z, kring z, med vinkeln 8. Om y &r en cirkel med
medelpunkt z, sd dr 7(y ) = y. T roterar alltsd med vinkeln 6 kring z, de réta linjerna genom
z, och invarierar cirklarna med medelpunkt z, d.v.s. cirklarna som &r ortogonala mot de rita

linjerna genom z, .
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Fall 2: Vi har tvd fixpunkter z, och z, € C. (och T elliptisk)

zZ—Z

Srz= (S7(z,)=0, Sr(z)= o)

z-2z,

Urz=z¢? , T=S7'0oUro Sy

VA YA

Up(Sr(Q)  Sr(0)

Z1

(

v
v

Sr (Zl):() X

=

Figur 1.9

S7(C) ar en rit linje som innehaller origo. Uy (S7(C)) dr en annan linje genom origo som fés
genom att rotera S (C) med vinkeln 6. St (Ur (Sr(C))) skall vara en annan cirkel genom z;
och z, som bildar vinkeln § med C.

A
Yy
Y2
~
Y1 A
Figur 1.10. X

Lat y vara en cirkel som dr ortogonal mot tva cirklar genom y; och v, se figur 1.10. En av
dessa tva cirklar kan vara den rita linjen A genom z; och z; . Sy (y) skall vara en cirkel
ortogonal mot Sz (y;) och Sz (v2) . Eftersom Sr (y1) och S7 (y,) ér tvé réta linjer genom origo
och S7 (y) ér ortogonal mot var och en ska Sz (y) vara en cirkel med medelpunkt pa S7 (y;) och
St (v2) d.v.s. St (y) har medelpunkten S7 (y1) N Sz (y2) = {0} = origo.
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Foljaktligen ar Sz (y) ortogonal mot alla linjerna genom origo och vi kan nu dra slutsatsen att
vy dr ortogonal mot alla cirklarna genom z; och z; .

Alltsa: Om v ar en cirkel ortogonal mot tva cirklar genom z; och z, da ar y ortogonal mot
familjen av cirklarna genom z; och z5.

Ur (St(y)) = St(y) och T(y) = (Sr” oUro Sp(y) =y

Med andra ord sé invarierar avbildningen 7 cirklarna som &dr ortogonala mot cirklarna genom
Z1 och Z.

Slutsats: En elliptisk avbildning invarierar familjen av cirklar som gar genom z; och z, och
varje cirkel som &r ortogonal mot den foregdende familjen.

Vi ska nu behandla fallet d T dr hyperbolisk.
Falll: z; €C, z, = .
Avbildningens normala form ér,
Iz)—z1=k(D)(z—z1), KI)= p €]0,00 \{1}

U(T) = pz ( kontraktion eller dilation)

A Sr(A)

Z1

Figur 1.11.

Lat oss betrakta en linje A som gar genom z;. S7(A) skall vara en linje genom origo parallell
med A, se figur 1.11.

Ur(Sr(8)) = Sr(A) = T(A)= S (U(S,()) = A

T invarierar cirklarna genom z; och z,.
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Fall 2: Z1, 22 EC, 217ﬁ Z)

z—z

,UTZ:,OZ , T:ST_IOUTOST

STZ:
zZ—1Z,

y St (y)

St St (A)

\\_/ x: / >

L4t y vara en cirkel genom z; och z; se figur 1.12. S7(y) &r en linje genom origo.

Figur 1.12.

Ur (St (y)) =Sr (y) (eftersom Ur ér en kontraktion eller dilation)

= 1(y) = S;' (U (S; () = ¥
T invarierar cirklarna genom z; och z;.

Lat oss nu betrakta en cirkel I som ar ortogonal mot cirklarna genom z; och z,, se figur 1.12.
Som tidigare racker det att anta att I" &r ortogonal mot en cirkel genom z; och z; och mot den
rita linjen A genom z; och z,.

St (') ar en cirkel med medelpunkt i origo. Ur (Sr (I')) 4r en annan cirkel med medelpunkt i
origo eftersom Ur ér en kontraktion eller dilation. S,' (U, (S,(I")))= T(T') skall vara en annan
cirkel som &r ortogonal mot cirklarna genom z; och z».

Slutsats:
En hyperbolisk avbildning 7 invarierar cirklarna genom z; och z, och familjen av cirklarna
som dr ortogonala mot de foregdende cirklarna.
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1.12 Anharmoniska forhallanden

Det finns en enkel och mycket anvindbar metod for att konstruera Mobiusavbildningar med
sarskilda krav. Om vi t ex har tvé cirklar I'; och I'; s finns det odndligt ménga
Mobiusavbildningar som avbildar I'; pa I's.

Definition 1.6: Ett anharmoniskt férhdllande som genereras av de tre parvis distinkta
punkterna zj, z; och z3 € C dr en Mdbiusavbildning §: C — C som uppfyller villkoret
S({Zla 22, 23}) = {O’ la OO}

Eftersom méngden av alla permutationer av {0; 1; oo} har 3! = 6 olika element foljer det att
varje fix midngd {z, z, z3} skapar exakt sex olika anharmoniska forhéllanden. Vi betecknar
med S det enda anharmoniska forhdllandet som uppfyller villkoren:

S0(z1) =03 So(z2) =1;80(z3) =0

En tydligare notation for S =Sy ar So(z) = [z, z1, 22, z3 | -
0,1,

z—z z,—z
Omzi,; €C,séir Soz = L

z—2z, zZ,-2z

) Z,—Z
Definition 1.7: Om z;53 € C ochz =00 sd ir Sy(0):=1limSy(z) = =—
Z—>0 Z2 f— Z1
. . . 22 - Z3
(Vilket dr det samma som att skriva, [©,z, 22,23 ] 0 = ).
Z, — 4

De andra fem anharmoniska férhallanden noteras pa foljande sitt:
Sy (z) eller [z, z1, 22,23 | &
For k=1, 2, 3, 4 och 5 far vi foljande uttryck;

S1(2)=lz,z1, 22,3 1 := [z, 21, 22,23 ]
1,00,0

8$2)=[z,z1,20,23 ]» = |z, 21, 22, 23 |
o, 0, 1

S$3(2) =z,z1,22, 23 3:= [z, 21,22, 23 ]
1,0,

Si(z) =lz,z1,22,23 Ja:= [z,21, 22,23 ]
0, oo, 1

Ss(2)=1[z,z1,22,23 |s = |z, 21, 22, 23 |
o, 1,0



SI(Z) = [Z s Z1s 224 23 ] =

z-2zy; z,—2,

Z—Zy, Z;—Z4

1, 0,0
z, —z
Si(0)=[z,z1,22,23 1| = —2
Z1 =2,
z—z, Z,

_Zl

S2(Z) = [Z s Z1s 225 Z3 ] =

o, 0, 1
Z,—Z
82 (0) = [0, z21,22,23 2 = 2 L
Z3 T,
z—z, z

S$3(2) =[z,z1,22,23 ] =

Z—2Zy Zy—Z,

_Z3

z—zy z,—2%,

1,0, o0,
z —z
S5 (0) =[0,z1,22,23 5= —
Z) =2z,
z—2z, 1z,

_Zz

S4(Z) = [Z s Z1, 22, 23 ] =

0,01,

Z,—Z
Sy(0)=[0,z1,22,23 4= 3 2
Z; =%

zZ—2z, Zy—2z

zZ—2zy Z,-2z

1:a forhallandet

\ 3:e

Ss(z)=1z,z1,22,23 ] =

z—z, '22
00, 1,0
z, —z
S5 (0) = [0, 21, 2,23 |s = ———
Zy, = Zy

_Z3

N
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I de fall nér zy, z; eller z3 = oo far vi foljande forhéllanden:

zZ,—z2 3\
SO(Z):[Z,CO,ZZ,Z3]:[Z,OO,ZZ,Z3]0: 2 3
Z—Z3
0,1,
z —z
SO(Z):[2921900923]:[2921900923]0: >
Z—Z3
0,1,
z —z
SO(Z):[Z,Z],Zz,OO]Z[Z,ZbOO,Z?,]O:
ZZ Zl j
0,1,
;e )
Sl(Z):[ZsOO:ZZ:Z?)]Z[Z:OOaZZ:ZS']l:
Z—22
1,0,0
z —z,
S](Z):[Z,Z],CD,Z3]:[Z,21,00,Z3]1: >
2172,
1, 00,0
zZ, —Z
Si(2)=[zz1,z,0]=[zz2,0,2] = =
z -z,
1, 00,0

zZ _ZZ \
SZ(Z) = [Z: 0, 22, Z3] = [Z, 0, 22, Z3 ]2 =
Z3—Zz
w, 0, 1
Z, —Z
SZ(Z):[2921900723]:[2921700923]2:#
zZ _Zl >
w,o, 1’
z —2z,
$:(2) =[z,z1,22,0]=[2z,21,0,z3 ] =
z —z
0, 0, 1
J

0.8.V
De 6vriga forhédllandena ser ut pa liknande sdtt och foljer samma monster.

En av de viktigaste egenskaperna hos det anharmoniska forhéllandet ér att de 4r invarianta
med avseende pad Mdobiusavbildningarna.
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Lat T e Mob, Tz = “”2 dira, b, c,d €C och A=ad—bc+0.
czZ +

Sats 1.9: For varje k € {0, 1,2,3,4,5} harviatt [z,z,z2, z3)k = [ 12, Tz1, T z2, T z3 |x.
(For att kunna bevisa denna sats behovs lite mer teori sa vi dterkommer till detta lite senare.)

Specialfallen da { z;, z2,z3 } = {0, 1, 00 }

mo=my(z):=[z,0,1,0]=z Vz e C, d.v.s. my=identitetsavbildningen av C

0,1, 00
my(z) =[z,0,1,0]=[2z0,1,0]; = 1 _ 1
1 . s VU, 1, s Vs Ly 1 l_Z 1_mO(Z)
1,00,0
ma(2) = [2,0, 1,00 ] = [2,0, 1, 0]y = 2t = 7o(D)~]
z mo(z)

w, 0, 1

my(z) =[z,0,1,0]=[20,1,0]3=1-z=1-my(z)

1,0, 00
- _ __z __my(2)
m4(Z) ._[Z,O, 1,00]— [Z,0,1,00]4— -
z=1 my(z)-1
0,0, 1
1 1
mS(Z) ::[2707 1700]: [2’05 1500]5:_:
z my(2)

00, 1,0

Mingden M := { my=1;m;, my, ms, ma, ms } bildar en grupp som &r undergrupp till

(M&b (C), 0)). Gruppen ( M, o ) ir kanoniskt isomorf med den symmetriska gruppen (o3 0 )
diros={oc:{1,2,3} > {123} | o = bijektiv }

Operationstabellen for M med operationen ”0” ser ut pa foljande sétt:

o mo=1 |m my ms my ms
moy = I my mi mj ms3 iy nis
m mi my mo ms ms my
my my my nmi may ms ms
ms ms my ms my mi my
my my ms ms my my mi
ms ms ns my m mp my

Ur ovanstaende tabell kan vi utldsa de inversa avbildningarna enligt f6ljande:

A1 -1 -1 -1_ -1 -1
my = my, mp =my, my =m, my =m3, my =my och ms =ms
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1.13 Anharmoniska forhallandens invarians

De anharmoniska forhdllandena har en mycket bra och anvéndbar egenskap ndmligen att de ar
invarianta genom en Mdbiusavbildning.

Z—2, Z,—Z,

Soz=Sz:=[z z1,z22,23] = .

Z—2z, Z,—z,
0,1,

Vi har sedan tidigare att:

Z—=2, Z,—Z4

[z, z1,22,23]0 = : (1)
Z—2, Z,—Z,
zZ,—Z )
[0, z1,22,23J0= ——= = lim[ z, z1,22,23]o (2)
22_23 Z—>0
Z,—Z )
[z,0 23, 23]0= —>—2= lim [z, z1,22,23 ]o 3)
Z—Z3 ZI*)UD
z—z )
[Z, Z],OO,Z3](): L= hm[z, 21,22,23]() (4)
Z—Z3 22*)00
z—z )
[z, z1,22,0 Jo = == lim [z z,22,23]0 (5)
ZZ_ZI Z}*)OO
. az+b A
T e Mob, Tz = ,A=ad-bc#0, w=Tz (V) ze C.
cz+

Vibetecknar wy =Tz, , k=1, 2, 3.

Sats 1.10: Om z, 2, z3 € C och ir parvis olika sa giller att:

[ 1z, Tz, Tz3, Tz3 Jo = [ 2, 21,22, 23 ]o

Bevis: Om vi har ekvationerna (1) — (5) 1 atanke &r det tillrackligt att behandla fallen da
z1,z2,2z3 €C ochze C.

. d
Fall 1: wy, w>, w; € C, vilket dr det samma som att z; # —— for fallet nédr ¢ # 0.
c

[ falletndrc=0farviatt, w=Tz=az +  med a+#0.

wWow W, Wy

[ w, Wi, wa, W3 ]() = .
W— W, W, — W,

_ a(zy, —z) a(z, —z;)

. =1z, z1,22,23 o
a(z—z;) a(z,—z)



40

Omc#0ochz,3# —i far vi foljande uttryck;
C

az+b az +b az,+b az;+b
cz+d cz+d cz;+d  czy+d _
az+b az;+b az,+b az,+b 7
cz+d cz;+d cz,+d cz;+d

[w, wi,w, w3 ]=

=[z, z1,22,23 )0

d ) # "
Fall2: 7z, =w; =o <z1= —— . Viantar att z; £ zy, z», zz och att z; — zj.
c

Vi far da att:

. * . *
[w,wi,wa, w3 ]o=lim [w, w; ,wy, ws]o= lim [ Tz, Tz, , Tz, Tz3 Jo =

Wy =W, z; >z,

. *
=lim[zz ,2,23]0=1[2 z1,22,23 0

*
Zy —)Zl

2 =T (wl*) — zj eftersom T dr en homeomorfism.
Pa samma sétt kan man bevisa invariansen hos Sy 1 de andra fallen nér 7z, = o och Tz; = oo.
Man kan utfora exakt samma bevis for de andra anharmoniska forhdllandena Sy men det finns
en mycket kortare 16sning.
Sats 1.11: For varje k € {0, 1,2, 3,4, 5} sd har vi att Sy = my o § ,vilket dr det samma som
att saga att:

[z,z1,22,z3 k= k([ 2 21,22,23]0)

Bevis:
k=0: I fallet nir k = 0 géller att Sy=S8 och my=1. Vi far hirmed att So=mpo §.

k=1. Si(z)=1z z1,22,23]
1, 00,0

(my o 8)(z)=mi (§(z1)=m (0)=1=8(z1)
(m1 0 8) (z2) =my (8 (z2)) =my (1) =0 = 81(z2)

(my 0 8) (z3) = my (S (z3)) = my (0) = 0 = 8(z3)
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Eftersom Mdbiusavbildningen dr lika i tre parvis skilda punkter ger detta oss att:
(my o 8)2)=81(z),(V)z e € och ir det samma som att siga att (m; o S)=S].
k=2: S$2(2) =1z z1,22, 23]
o, 0, 1
(mz 08) (z1) = my (0) = o0 = 82(z1)
(mz 0.8) (z2) =mz (1) =0 = 8x(z2) & (mo8))=8(V)ze €

(my 08) (z3) = my (0) = 1 = 85(z3)

k:3' S}(Z):[Zy 21722723]
1,0,

(m3 0.8) (z1) =m3 (0) =1 = 83(z1)
(m308) (z2) =m3 (1) =0 = S83(z2) & (myo §)2)=83(V)ze C
(m3 0.8) (z3) = m3 (00) = 00 = §3(z3)
k= 4: Si2) =[z 21,22, 2]
0, 00, 1
(m4 0.8) (z1) = m4 (0) =0 = Su(z1)
(m4 ©8) (z2) = m4 (1) = 00 = S4(22) & (myo S)2)=84(V)ze €

(m4 © 8) (z3) = my4 () = 1 = S4(z3)

k=5 Ss(z) =1[2z, z1,22, 23]
0, 1,0
(ms 0 8) (z1) = ms (0) = 00 = 85(z1)
(ms 0 8) (z2) =ms (1) =1 = Ss5(z2) < (mso 8)2)=8s(V)ze €

(ms ©.8) (z3) = ms () = 0 = Ss5(z3)



Nu kan vi utfora beviset for S;’s invarians med avseende pa Mobiusavbildningarna.

Bevis: (1.7)
T € Mob. Vi har tidigare visat att:

[ 1z, Tz, Tz3, Tz3 Jo = [ 2, 21,22, 23 ]o
Vi kan nu anvénda oss av att,
[ TZ, TZl, TZz, TZ3 ]k = my ([ TZ, TZ], TZz, TZ3 ]() ) =

=mi([z, z1,22,23)0) =12 21,22, 23 |

42
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Kapitel 2. Hyperbolisk geometri

Den icke-Euklidiska geometrin upptéicktes av Bolyai, Lobachevsky och Gauss i1 borjan av
1800-talet. I detta kapitel ska vi presentera grundlaggande begrepp och resultat i denna
geometri.

Enligt Felix Klein’s filosofi om olika typer av geometri s& maste man for att fa tala om
geometri ha en miangd M och en grupp G av bijektiva avbildningar 7: M — M. Geometri pé
(M, G) betyder, enligt Klein, att studera egenskaperna hos delmédngder av M som é&r invarianta
med avseende pa verkan pd M av elementen 1 G. Meningen med det foregiende pastdendet
klarnar nér vi borjar studien av icke-Euklidiska geometrin som ocksa kallas for den
hyperboliska geometrin(enligt Bolyai — Lobachevski).

2.1 Ovre halvplanet

Modellen av den hyperboliska geometrin som vi ska studera upptécktes/skapades av Poincaré
pa 1880-talet. Som plan i den hyperboliska geometrin kan man (enligt Poincaré) anvdnda
antingen det dvre halvplanet,

H={zeC |Imz>0}
eller enhetsdisken,

D=D\(0):= {zeC ||| <1}.

Dessa tvd modeller kan identifieras via den konforma avbildningen:

27l (V)zeH.
zZ+1

Vi anvinder oss hdr av modellen med 6vre halvplanet, H, se figur 2.1.

T:-H—> D, Tz=

Ja

H

-

Figur 2.1. Modellen 6vre halvplanet.

Ly

[
»

X
H skall vara det hyperboliska planet.
Riita linjer 1 A ar Euklidiska halvlinjer av formen:
L={ze H | Re z = k= konstant }

eller Euklidiska halvcirklar i H med medelpunkt pd ox — axeln.
Punkter i det hyperboliska planet / dr vanliga punkter i H.
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Om T € Méb" s avbildas reella axeln R pa sig sjilv om och endast om 7 endast har reella
koefficienter.

az+b
cz+d

Sats 2.1: T € Mob" har egenskapen T(H) = H da och endast da Tz =
(ad—bc=1) ocha,b,c,d € R.

2

Bevis: "=
T ér en homeomorfism = 7(randen av H ) = randen av T(H).

OH=randenav H i C=R U {0}

Fall 1: ¢ #0. Vi har da att:

az+b och Tz = dz—-b
cz+d —cz+a

1z =

dira,b,c,d € R och ad—bc=1

Eftersom 7T avbildar RU {o0} pd R U {oo} sa far vi att:

Meo)=2 e R, T70)=-% < R och nm=§eR
C C

a b

Vikannu se att 7z = c_dc har reella koefficienter.

z+—
C

T eMéb och T(H)=H =a, b, c,d €R (och ad — bc = 1)
Fall 2: ¢ =0.

2=+ b ochT7'z= gz— b
d d a a
Eftersom 7 avbildar RU {0} pd R U {0} s far vi att:
-1 b -1 d
T'(0)=—— € R ochT ' (0)=— € R, detT=ad=1
a a

Vi far alltsd att

4 € R och att 2 eR
d d



2 2

—
. az+b .
Viantarnu atta, b,c,d e R, ad—bc=1 samt att Tz = 7 och visar att 7(H) = H.
cz+
Det ar klart sedan tidigare att 7(Rw {oo}) =Ry {oo}
w=u+tiv=7Tz =v=Imw= J > eftersom,
|cz+ d|

az+b _ (az+b)cz+d) _ (az+b)(cz+d) _ adel +adz+bcz+bd _

w =1z = 3 3 5
cz+d |cz+d| |cz+d| |cz+d|

2
+ bd + adx + bex + iady —ib -
_ ac|z| adx + bex + iady —ibey b = T = (ad=bc)y _ y

|cz+d|2 |cz+d|2 |cz+d|2 .

Viharalltsd visatatt ze H < y>0<v>0 we H.
Slutligen far vi att 7(H) = H.

2.2 Hyperbolisk bédglangd.

Man forser H med bagelementet ds (som uppticktes av Cayley) som ges av:

e = |dz| _ Ndx* +dy’ .

Imz b%

Med hjilp av ds kan man definiera ldngden (eller ds-langden eller hyperboliska ldngden) av
kurvor i H som é&r styckvis sléta.

Omy :[a, b] — H, given av

y(@O=z@)=x(t)+iy(r) (V)€ [a,b] CR,

ar slat ( d.v.s &(¢) och &(¢) existerar for varje ¢ € [a, b] och funktionerna
&, &: [a, b] — R ar kontinuerliga) da definieras langden av y enligt formeln:
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Definition 2.1:

(y)=[ds= j@ - dex2+dy2 = T“&(t)”%(” dt (1)
7 y Y 7 y y(?)
Ya
ox +iy2
Y(®) H
| 39| -l—iyl
%

Figur 2.5. En Euklidisk stricka i det hyperboliska planet.

Exempel:
Latz; =x; +iy;och z; =x; + iy, dér 0 <y;<)y», se figur 2.2. Lat y vara den Euklidiska

strickan med parametriseringen y : [0, 1] — H,

YO =(1—t)z1 +tza= (1=0[x, + iy ] +e[x, + iy, = x, + (1= )y, +1,]=
= x, +iy, +t(y, —»)]

1

y1)2 -» _
es '([ +t(yz yl) '([ +t()’2 )dt

1 . .
= In[y, +1(v, =3I, =Iny2—Iny, =In 22 = [0, iy, ivy, 0],

M1

. z—z, Z.—Z
dér [z,z,,z,,z,] = - 2.3 = [z,2,,2,,2;] &k, (K=2)
z2—2z, 2z,—z,

Sats 2.2: Bigelementet ds 4r invariant m.a.p Mobiusavbildningarna Te Méb™ for vilka

T(H)=H.

dw d
Dvsomw=u+iv=Tz= az+b dira, b,c,d e Rochad—bc=1, daar| | —|Z|.
cz+d Imw y

Bevis: w=u+1iv =>v= Y 5

|cz+d|

dz

dw=T'(z)dz= ..... som vi sett tidigare.

(cz+d)*’
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Vi far nu att:

[ _ Jaw _ la]

Imw v |cz+d|2

|dz| |cz+af|2 _ @

1
Vo ez+d y

Anmérkningar:

1. Om [" dr en styckvis sldt kurva, d.v.s I'= y, Uy, U...Uy, dér varje y, dr slét och

slutpunkten av y, dr startpunkt fory,,, (1<k <n — 1) sa definieras ds-laingden av /" genom:
) = Zl(yk ), ddr [(y, ) berdknas enligt (1)
k=1

2. 0m I} och I'; ér styckvis sldta kurvor da definieras (I} U [3) := (") + I(I3), &ven om [
och I, dr disjunkta.

3.0m y:[a, b] — H d4 definieras inversen av y betecknad ' genom: y': [a, b] — H,
y (0= y (a+b— 1) (V)i e[a,b].

7)
(atb—0=7"()

y ()
Figur 2.6

Man ser att ¥ och ' har samma ds — lingd:

(y)=Iy")dv.s J.ds = jds for varje styckvis slét kurva y .

/e /4

For ett rigorost bevis av denna viktiga egenskap mdste man anvénda variabelbytet 1 en vanlig
(Riemann) integral.



Foljdsats (till Sats 2.2): Om y : [a, b] — H ir en styckvis slit kurva och T € Mob™,

T(H)=H, d& har y och T(y ) samma lidngd d.v.s,

!ds = J.ds

Toy

Bevis:

_ |dw] _ W (2)Z'(t)dt _ dz| _
T(nyis T!;)Imw I W(0) '!Imz !ds

Lat V vara definierad genom,
oz + f

Vz=— dir a,B,y,0 € R och ao — By #0
Z+0

Vi far da att:
(as+By_,

w=u+iv=»Vz = v= 3
7+ 4]

VIH)=H <& —ao+py>0 dv.s ad—-fy <O.

I detta fall later vir := |y —ad ,re R, r > 0.

g_'i'ﬁ
rZ r oz + A
V(z) = s~ (V)zeC

yo.0 Z+0
r r

a p

Matrisen 7’: g =My har determinanten aﬁ—zﬁ Y - .
y o r
ror

Anmérkning: Om V(z) = z+p

ar som tidigare far vi att;

Ly QEO)-YE L) _ as-fy
(7+6)’ (7 +5)

Alltsé for w =u + iv = V(z) har vi att:

vl _ oo prlad| pE+el” e

4
Imw |]5+5|2 s -Byly v y

och I(Voy) = l(y) for varje styckvis slit kurva i H.
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Fran och med nu betecknar vi med J(H) mingden:
J (H)=A v @ dar:

“HD it ab.e.d €R.ad—be= 1}  MGb*

A={T|Tz=
cz+

B= (V| Vz= “f—f,dar a,B.y.5¢c Ras—pfy = —1) c Méb~
¥z +

Anmirkning:
Vi har sett att 7, V' € J(H) medfor att 7(H) = H och V(H) = H.

Sats 2.3: (7 (H), o) dr en grupp.

Bevis:
1. Vi maste forst bevisa att J (H) ar invariant med avseende pa operationen ” 0”,

dv.s foge J(H)forallafg e J(H).

Falll:f, g € A4
Fall2: f,g e B
Fall3:fe 4,2 B
Fall4: fe B,ge A

b a,z+b
Fall 1: fir)= 35520 o)= 2 Giray, by, codi cRoch apdy — brex=1,k=1,2
cz+d, c,z+d,
al(azz+b2J+bl
(fo g)(z) = a,g(z)+b _ c,z+d, I (a,a, +bcy)z+ab, +bd,
g(z)+d, . a,z+b, o d (qa, +dc,)z+cbh,+dd,
ez +d, :
. a,z+b, ..
Alltsé: (f o g)(z) = —— dair,
c,z+d,

a,a,+bc, c¢b,+bd a. b a, b a, b
Mfog: 12 1-2 172 12 — 3 3 — 1 1 . 2 2 :AlfMg
qa,+dc, cb,+dd, c, d, ¢ d, c, d,

Det M so o= (1) - (1) = 1. Dérfor fér vi att:
fog e Ac J(H).
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Fall 2: fiz) = D25P0 | g = BETA
7/12"'51 ]/224-52
a,z+
— al(z_ﬂzj‘i‘ﬂ]
(fog)z)= 051@"',81 = }/22—% =..= (a2, + Biy,)z+a, B, + B,
7:8(2)+ 9, % s (ro, +0,7,)z+ 7B, +0,6,
\ 7,246, !
Mjog= |:ala2 +57, b +ﬁ152} _ |:al ﬁl} . {0(2 ﬂz}
¢ na, +6y, ¥ fB,+0,0, 7 0 vV, O,

det Moo= (-1)(-1)=1

Vilket betyder fo g e A4

Fall 3: f(z) som i fall 1 och g(z) = af /5
Z+0
p a2+,[;’+
(foglz)= 48() +h = | }?4_5 1 = (,a+by)z+a p+bo
¢ g(2)+d, Clﬂﬂﬂ (ca+ddz+cB+dsd
Z+0
I :{a1a+b17/ a1ﬂ+bl5}:{al bl]{a ﬂ}
fog ca+dd c,f+do ¢, d ||y o

=>detMsog=-1 = foge®d

Fall4: fe B och ge A4

S0 = EE oeh gz = 420
Z+0 c,z+d,
az+b
_— ai
(fo g)(z2) = ag(z)+f _  cz+d, _alaz+b)+p(cz+d) _
7g(z)+o ]/alz—'_bl L5  az+b)+8(cz+d)
az+d,

z(aa, + fc,)+ ab, + pd,
Z(ya, +oc)) + yb + A,
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aa, + fc, ab, +ﬂd1} _ {a ﬂ]{al bl}

Mio,=
ros {7“1*‘501 b +d, y 0| |¢ d,

det Moo= (—1)(1)= —1 ,vilket betyder att fo g € B.
2. Eftersom Iz = z &r det uppenbart att / € Ac J (H) och fol =Iof=f (V)fe J(H)

3. Varje element € J (H) har invers. For varje element he 4
Savetviatth! e 4.

Detsamma giller for elementen 1 B.

heB=h"'e B

oz + f

Bevis: h(z) =— dir a,f,7,0 €R
Z+0

h(z) = w @“};—:gzw oz= P oh su— By =ad—fy = 1

-W+a

S -
Alltsa ar M), = @ P och M = %
y o !

c= i) = 'y = 28 e e B i,
—W+a

Varje element 1 J (H) inverterbart och inversen ligger 1 J (H).

= (J (H), o) dr en grupp.

Anmiérkning: Vi har sett att dd U € 4 U B och v ér en styckvis slit kurva i H da har y och
Uoy samma ds-langd:

A(y) = (Uoy).



Sats 2.4: Om Ve 4 U B sé giller att:
1. Ve A= [Vz, Vz1, Vzy, Vz3] = [z, z1, 20, z3] for alla z, zy, z5, z3 € ¢
2. VeB= [Vz, Vz1, Vzo, Vz3] = [2,2,,2,,2,] fOrallaz, z;, 25, z3 € ¢

De foregdende likheterna géller for alla 6 anharmoniska forhallanden.
I fortsattningen kommer f6ljande anharmoniska forhéllande att anvindas;

Z—Z, . Zy — Z4

[2,2,,2,,25] = [2, 21, 22, 23] =
o 0 1 zZ—Z Z3—Z2

Bevis: Egenskap 1 bevisades i kap 1.13.
[z, Tzy, Tzz, Tz3] = [z, 21, 22, 23] (V) parvis skilda z, z|, 2, z3 € C
Lat oss ta Ve B.
oz + f

Vz=——,a,p,y,0€R och ad—py= —1.
7Z+0

52

Lét z, z1, 2o, z3 € C vara parvis skilda samt z,z,,z,,z; €C vilka ocksa &r ocksa parvis skilda.

V=Tokdirk(z) = z
[Vz, Vz1, Vzo, Vz3] = [T(kz), T(kz1), T(kz2), T(kz3)] = [kz, kz1, kz2, kz3] = [2,2,,2,,2;]
J

2.3 Geodetiska linjer

Definition 2.2: En kurva I' 1 H kallas for geodet eller geodetisk linje om den har foljande
egenskaper:

For varje z,,z, € I har bdgen av I' med dndpunkterna z, och z, ldngden mindre 4n ldngden
for vilken annan kurva som helst s att &ndpunkterna av ) ér z och z,.

Z]
)

Figur 2.7

Sats 2.5: De geodetiska linjerna i (H, ds) &r antingen de Euklidiska halvlinjerna parallella
med imagindra axeln oy eller halvcirklarna som har medelpunkt pa reella axeln ox.
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Bevis: Vi bevisar forst att halvlinjerna x = k£ = konstant (och y>0) &r geodeter. Pa grund av att
ds ar J(H) — invariant racker det med att ta fallet da k=0 eftersom Ve 4da Vz=z—k.

v

Figur 2.8
Litnu y,y,eR, 0<y <y, ochlat y,:[01] > H, y,(6)=(1—-0)iy:+tiy,, se figur 2.9.

Vi har sett att () = [ds= In>>= In[0,y,.iy,.o]

o Y1
Yy
iyg
Y
Yo
iyl
| M
Figur 2.9.

L4t oss nu betrakta en annan kurva vy frén iy, till iy,, se figur 2.9. Vi antar att y dr en slét
kurva.

y (0] —>H, y@=x()+iy@) dir y(0)=iyi;y(l)=iya.

RO+ R0 L RO 0t
0= I (@) I »(0) I SN AL

0

_ 3 B 1 €) B 1 €0 R 7€ ) I N P
In(¥(1)) - In(y(0)) 1ny(0) 1niy(0) 1n7(0) In ” In " 1(7,).

Alltsd ar I(y,) <I(y) eftersom iy; och iy, var godtyckliga dr oy en geodet i H. Varje vertikal
H-linje &r en geodetisk linje.

[
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L&t oss nu betrakta en halvcirkel I 1 # med medelpunkt pé ox och punkterna z,z, e I',

z, #z, = Rez, # Rez,. Vi antar hir att Rez, < Rez,. Andpunkterna pa I betecknas @, och

a,. Medelpunkten for I"blir d& %, se figur 2.10.

o(?)

a 01 ai
a, +a,

v

Figur 2.10.

L&t y,vara bagen av I', se figur 2.10.

Vo :lon,o,] > H,, dir ¢, = Arg z; och ¢,= Arg z,.

7o) = —2¢f , telo,0,]

z—a, z,—a ,
Vz=1i L. =2 (g, > 0,0, >0z, >i)
z—a, z;—aq

yro=V(a,)

V(z,)=ik;k>1 = V(I') = oy -axeln.
V(yy) >
i=V(z)

v

0=V(a)
Figur 2.11.

(y) =1V (yy)) = ln% = ln[V((;l),V(zl),V(zz),Vgg)] = In[a,,z,,z,,a,]

Z
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Nu tar vi en annan kurva y 1 H med startpunkt z, och slutpunkten z,, se figur 2.12
V oy blir en kurva med startpunkt V' (z,) =i och slutpunkt V' (z,) =ik, se figur 2.13.

¢
z 2
Yo
Figur 2.12
A 0= V(a)
V(vo)
I'=71y)
ik = V(z2)
= V(Zl)
f >
0=WMa)
Figur 2.13

Enligt forsta delen av beviset far vi:
[V oy)zIl(V oy, = Inla,,z,z,,a_ ] = I(y,).

Bégen y, har alltsa kortaste langden bland kurvorna som binder samman z, och z, .
J

Anmiérkning: Om z,,z, € H och z, # z,sa finns det en och endast en geodesisk linje som
gér mellan punkterna z, och z,. Vi kallar de geodesiska linjerna i (H, ds) for hyperboliska
linjer eller H — linjer.

Definition 2.3: Lat z,z, vara tvd godtyckliga punkter 1 H. Hyperboliska avstandet d,,(z,,z,)
mellan z, och z, definieras dd som (hyperboliska-) ldingden av geodetens bige med
dndpunkter i z, och z,.

d,(z,,z,)=0d4 och endast da z, =z, .

For z, # z, har vi sett att d,,(z,,z,) = In[a,,z,,2,,a,]. Viser att om z, = a;
=d,(z,,z,) > © ochom z, > i, d,(z,z,) —>®.

Alltsé ar odndligheten i hyperboliska planet R U {0 }.
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Tva geodetiska linjer vy, och vy, kallas for parallella om de méts 1 odndligheten d.v.s. tangerar

varandra i1 en punkt enligt figur 2.14.

Va

Y1

)

eller

Y1

Vi

v

Y1

Y2

yA

eller

/Y

Figur 2.14. Olika fall d& y; &r parallell med v,.

v

o0 o0

Tvé geodeter som saknar gemensam punkt och som inte &r parallella kallas for
ultraparallella, se figur 2.15.

Ay
Y1

N

eller

Y1

N

eller

N %

»
|

X

Figur 2.15. Olika fall dé vy, &r ultraparallell med v,.

v

X

Sats 2.6: Funktionen d,, : H x H — R har de tre foljande egenskaperna:
1. d,(z,,z,)>00ch d,(z,,z,) = 0 <z ochz

2. d,(z,z,) =d;(z,,2,)) (V) z,,z,. (Man séger att d,, ar symmetrisk)

3. For z,,z,,z, € H giller triangelolikheten:

dy(z,z,) < dH(ZlazS) + dH(Z3,Zz)

du(T (21),T (22)) = du (T (21),1(23)) + dp (1(23),T(22)) och

d,(z,,z,) = d;(z,,z;) + d,(z;,z,) d& och endast d4 z3 ligger p4 H — linjen genom z;

och z; mellan z; och z».

X

»
»



Bevis:
A
A
V)
/ z ‘lk s k > 0
H [ 7]
Z1
Figur 2.16.

Vi antar att Rez, < Rez,enligt figur 2.16.

Mobiusavbildningen V' (z) = (20 A TD foljande egenskaper:
z—a, z,—a,

V(H =H, Wa))=0, May)=x,och V(z))=1i

Z 4

Vz)=i <k

-

d,(z,z,) =d,(Vz,,Vz,) = Ink > 0.

d,;(z,,2,) =0 k=1 < V(z1) = (z2) © z1 =2z (eftersom V dr bijektiv)

Om Re z; = Re z; antar vi att Imz, =y <.

d,(z,z,) = In22>00ch d,(z,2,) =0 & 22 =0 & y=y < z1=2.

N N
Egenskap 1 ér nu bevisad.

a—z z,—a z —a, a,—z a,—z, z.—a
2. Eftersom [a,z,z,,a,] =———L-2——2 =" 1.2 Z2=73 22.71 =
a,—a, z,—1z a,—a zy—=2z, 4y=a 2zZ,—2

= [azazzazlaal]

3. Om vi har punkterna zi, z,, z3 som i figur 2.16 sa far vi:

d,(z,,z,) = d,(V(z),V(z,)) (eftersom V € 4)

57



58

Zz) =ki

V(Zl):i
I

Figur 2.17.

v

V(z1) och V(z,) ligger pa oy — axeln se figur 2.17. Vi har sett att delen av oy — axeln mellan
V(z1) =i och V(z,) ar en geodetisk bage. Vi far da att:

dy(V(2),V(2,)) = d,(V(z2),V(z)) + d,(V(2),V(2,)) (M

D.v.s.
dy(z,,z,) <dy(z,2;) + dy(z;,2,).

Om d, (z,,z,) = d,(z,,z;) + d,(z;,z,) har vi likhet 1 (1). Likheten kan endast férekomma
dé och endast da V(z3) ligger pa oy — axeln mellan V(z,) =i och V(z,) = ki.

z3 = V" (M(z3)) ligger pa bagen av geodeten mellan z; och z,.

Alltsa: (H, dy) ér ett metriskt rum

2.4 Isometrier av (H, ds)

Definition 2.4: En avbildning /: H— H kallas for isometri av (H, ds ) om fér bijektiv och
d,(f(z),f(z)) = d,(z,z,) for alla punkter z;, z, € H.

Sats 2.7: Mingden av alla isometrier av (H, ds ) bildar en grupp med avseende pa
sammanséttningen av funktioner.

Bevis: Lit oss beteckna J “(H) : = { f: H— H| f isometri }.
Det ar tydligt att om
figed (H)diirfoged (H).D.v.sJ (H)ir stabil m.a.p operationen o.

Det ar uppenbart att Ie J " (H) dér I 4r identitetsavbildningen av H.
I. H-> H,I(z)=z VzeH.
Omf eJ " (H)da ir fbijektiv. Latz;,z, e Hoch w = f7'(z); wy, = f7'(2,).

d, (f(w), f(w,y)) = d,(w,w,), eftersom fér en isometri.



Alltsé:
dy(f (2 /7 (2) = dy(w,wy) = dy(f (W), f ()= dy(2,,2,)
Vilket betyder att:
ST ed .
Vi har sett (s.53) att I(y) = [(Uoy) for varje Ue_4 U B och for varje styckvis slét kurva y.

Létz|, zo € H, z # z, for att undvika det triviala fallet z; =z, d& d,,(z,,z,)
=d, (f(z),f(z,))=0 f{or vilken funktion som helst /': H— H.

Lat nu y vara bagen av geodeten genom zj, z; sé att y har startpunkt i z; och slutpunkt i z;
(eller tvart om).

For varje Ue I (H) =_A4 W Bidr U o y bagen av geodeten genom U(z;) och U(z;) med
startpunkt U(z;) och slutpunkt U(z,) (eller tvért om).

Vi far att:
d,(U(z,),U(z,)) = d,(z,,z,) for alla punkterna z;, z, €H.

Enligt definitionen r U en isometri av H d.v.s. Ue J " (H). U ir ett godtyckligt element i
J(H)y=_A U B. Vihar nubevisatatt I (H) = I~ (H).
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Det dr anmérkningsvért att de tvd mangderna J (H) och J " (H) 4r lika. Vi formulerar foljande

sats:

Sats 2.8: J (H) = J " (H) d.v.s en avbildning f: H— H ir en isometri av (H, ds ) d& och endast

daf: 4 UB:
f(z)=“”2, a,b,c,d eRochad—be=1  eller
czZ +
f(Z)ZaiJr'BZ_, a,B,7,6 eRoch aff—y5 =—1
zZ+ o0z

Vi ger inga detaljer 1 beviset av pastdendet att J (H) < J " (H).



60
2.5 Hyperboliska vinklar

Ci
Z]

Figur 2.18 Vinkel mellan tvéa kurvor C; och C,.

Lat oss betrakta tva sldta kurvor C; och C,. som ir givna av parameterframstillningarna;
757, ¢ [a,b] > C ochzi = y,(4,) = 7,(¢)

Vi antar att C; och C, ér sa kallade reguléra kurvor d.v.s. &) # 0 och &(t) #0
(V) t €[a,b]. For varje t €[a,b] &r &(t) tangentvektor till C; i punkten y, (7).

(1)
7:(0)

Cr

Figur 2.19

For ¢t =ty ar &(t) och &(¢) tangentvektorer till C, respektive C, i punkten z; .

Man definierar H — vinkeln mellan C; och C, som den Euklidiska vinkeln mellan C; och C,
1z; d.v.s talet,

7&(1‘0 ) i 784‘@0)
[Pt I8t

@ = arccos

e[0,7].

Sats 2.9: Q, och Q, dr omrddeni C.
fi Q, = Q, dranalytiska, z, € QQ,, Cyoch G, dr regulira kurvori1 Q,, z, e C,NC,,
L= f(C), I, = 1(C)

Om f'(z,)# 0 = vinkeln mellan C; och C; i z; = vinkeln mellan T, och T, i f(z,).

Om f #r analytisk si har vinklarna samma absolutbelopp med motsatt tecken, och — 8, se
figur 2.20.
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Ci I
0 f antianalytisk
¥
= 0
G
I'
Figur 2.20
ved, v =21 = gz)
Z+0

Vi antar nu att C; och C; ér skilda A — linjer genom z, € H . Lit @ vara vinkeln mellan C; och
C.

zZ

N
>

Figur 2.21

Om Ve 4 sé ar vinkeln mellan V(C;) och V(C,) lika med 6. Da Ve @ ar vinkeln mellan V(C)
och J((,) lika med — 6.

2.6 Hyperbolisk area

I det hyperboliska planet H dr kvadraten av bigelementet ds given av:

2
ds® = @ dirz=x+iy
Y

1

ds® = y—(dx2 +dy’) = E= ! iz

— F=0; G=
2 2 y
I allménhet om ytan S har parameterframstillningen »(u, v) = [x(u,v), y(u,v),z(u,v)]

av klass C' da 4r bagelementet ds pa S givet av:

ds® = Edx’ + 2Fdxdy + Gdy’
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Ytelementet som motsvarar parametriseringen r(u, v) ar:

do =\ EG—F? dxdy = /LA‘—O dxdy
y

dxd
—.

y

Alltsd ar do =

Om Q dr ett omrade 1 H eller ett slutet omrade 1 H sé definieras Q 's hyperboliska area enligt:

Area (Q) := ” d;fy
Q

Den hyperboliska arean &r invariant med avseende pa J(H), gruppen av isometrier i H.

ca M0 oy abe.deRochad—be=1  eller
cz+d
oz + f

za — =Wz), a,B,7,0 eRoch ad—py = —1
Z+0

Beviset dr grundat pd regler av kalkyl med yttre produkt av differentialformen av grad 1 pé
R.
2.7 Gauss — Bonnet's sats for hyperboliska trianglar

En hyperbolisk triangel ar det slutna omradet i H som begrinsas av tre rdta H — linjer, se figur
2.22.

v

Figur 2.22. En hyperbolisk triangel Q med vinklarna a, f, och y.

SATS 2.10: (Gauss — Bonnet)
Lat Q vara en H — triangel som begréinsas av H — linjerna AB, AC, BC se figur 2.16. Anta att
vinklarna dr a, B, och y som 1 figuren. Da géller att:

Area (Q)=rm—(a+ L +Yy)



Bevis:

Fall 1:
Triangelns horn dr 4 =ik, B=o0, C= ke’ dir 0<6< % , se figur 2.23.

=0
yA B=ow
Q
a
C = k(cosf + isinf)
t 0
g

Figur 2.23
De rita H — linjerna som 0Q2 bestér av ar {iy| vy >k} {keie‘e <t< %} och

kcos@+i stiné?}.Vinklamaéir:a:z; =0;y=26.
Yy )

Vi anvinder Fubinis sats for att berdkna Area(Q). Vi far da att:

Area(Q )= jjdj;l’y _ ij)‘sé)[ ]3 Q]dx _ kcj'sg(l

2
0 Y

kcos@ 1 T

~ ! ﬁdx - arcsin(sin(%—@)) =20 %—}/

T—(a+pB+y) = 7[—(%+0+7) = Area(Q)

63
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Fall 2:

Triangelns horn ér, C=ki, k>0, 4 = ke', % <@ <7 och B =0, se figur 2.24 och vinklarna

ira=r1-40, ﬁZOOChyZ%.

volieN
I
8 (e

A

Figur 2.24.

Vinkelsumman a+ f+y= 377[ -0

T—(a+pB+y) = 9—%

- (20T ] bl T

Yy 0 e 0

0
X T X
= | ——arccos—
kcos @ 2 k

B ' dx B .
< | = o)

kcos@

:% —arccos0 — (% —arccos(cos#)) =

= —%+arccos(cos€) = —%+0 =rn—(a+pf+y)



Fall 3:
Triangelns horn ér i detta fallet: 4 = ke'” , B=o0 och C= ke'” dir 0< 6, < % <6,<rm,se
figur 2.25.

=0

B=w
A

Q Q)

v

Figur 2.25.
Q=0 0Q,,se figur 2.26. Area(Q, N Q,) =0.
Da far man enligt fall 1 och fall 2:

Area(QQ) = Area(Q, UQ,) = Area(Q),) +tArea(Q2,) =
=7r—(a+0+%) + 7[—(%+}/+0): 2r—(r+a+y+0) =

=r—(a+y+0)

Fall 4:
Triangelns horn i fjirde fallet dr: A = ke'” , B=o0 och C = ke'” | se figur 2.26.

= ke'”

v

Figur 2.26.
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Q ={z=x+ily=vk’ -x*;0<x<kcosb}

Q, ={z=x+ily=vk’ —x*;0<x<kcosb,}

Q,uQ=0Q, och Q NQ har area lika med noll.

Vi far alltsa att:

Area(Q,)= Area(Q,) +Area (Q)

Area(Q)= Area(Q2,) — Area(Q))) = 7[—(%+y+0)—{7z—(%+7r—a+0)} =

T T
=——y+——a=r—(a+y+0
AR (a+y+0)

Fall 5:

Figur 2.27.

Nér vi har en vinkel som é&r lika med noll sd utnyttjas att det finns en Mdbiusavbildning som
skickar punkten B = 0 till co.

1 1
m(z):_z—b ; Mm(z):|:1 _b}vdetMmu):l
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Vi far da foljande situation:

m(B) = ©

Q

m(A) m(C)

v

Figur 2.28.

Area(QQ) = Area(m(QQ)) = 7 —(a+y +0)

Fall 6: (Vinklarna a, f, y > 0)

s ;

51 A} »

Figur 2.29.

H — linjen AB méter Ox-axeln 1 punkten B;. Den Euklidiska halvcirkel genom C som tangerar
H —linjen AB 1 B, dr en H — linje, se figur 2.29.

Vi betecknar: o = vinkeln 4 1 AABC
S = vinkeln B 1 AABC
y =vinkeln Ci1 AABC
0 = vinkeln C1 ACBB;
Vi tilldmpar formeln frén fall 5:
Area(AABC) = Area(AA4B,C) — Area(ACBB,) =
T—(a+y+0+0)—[r—(0+7—-pF+0)]=

=r—(a+y+0)+o-pP=n—-(a+L+y)
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Anmiirkning:
Med hjilp av Gauss — Bonnét’s kan man nu berdkna arean av den hyperboliska polygon med
n >4 sidor.

Figur 2.30

For en fyrsidig polygon som i figur 2.30 far vi att arean blir:

Area(ABCD) =2n—(a + f +y + J)

2.8 Hyperboliska rotationer och translationer
Lat oss nu studera verkan av Mobiusavbildningarna 7 6ver H i fallen nér:

s az+b

dira, b,c,d eR ochad—bc=1,
cz+

D.v.s fallen da T ar en isometri i det hyperboliska planet.
Vi borjar med fallet d& T ar elliptisk.

Fall 1:Anta forst att ¢ = 0.
ab

l—-a

Tz= a’z+ab och den éndliga fixpunkten ir z; = >

Tz -z, = a’(z—z,) dir multiplikatorn k&(T) = a’= pe’’ med p=1 och 80
D.v.s a’ = €, vilket ger oss att:

‘az‘ = |a|2 =1 :>|a| =1

a€R och |a| =1 =a=2121 = d=11 = Tz=z+\ = T parabolisk.

Om T ér elliptisk och 7(H) da ar alltid ¢ # 0.
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Fall 2: Nér ¢ # 0 dr bada fixpunkterna z; och z; dndliga och ges av:

2
= a—dirzuz —4 dir y =a+d och |;(|<2.
C

Zy,

som ocksd kan skrivas som:

a—d=xi\4-y°

2c

Zip T

Vi antar att ¢ > 0 ; annars byts matrisen av 7 ut mot:
-a -c
—c —d|

.| 2
Dézl=a driyi-z €H och z,=z ¢ H UR.

2c
A
T
H A
[ ]
v
1
v i
7(y)
/ xr xr
i) 2

Figur 2.31

L4t oss nu betrakta en cirkel ¥ genom z; och z,, se figur 2.31. Specialfallet y kan vara den
Euklidiska linjen genom z; och z; .

Vi sag i kapitel 1.11 att 7(y) &r en annan cirkel genom z; och z; sé att y och vinkeln mellan
T(y) ar lika med @ dér,

KT)=¢e%, 040, —r<0<r

Bilden av den hyperboliska linjen y N H &r linjen 7(y) N H. Vinkeln mellan y och 7(y) ér 6.
P& grund av detta sa kallas avbildningen T for en hyperbolisk rotation kring den fixa punkten.
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Cirklarna frdn H som &r ortogonala mot cirklarna genom z; och z, = Zz, ér invarianta med

avseende pa Mobiusavbildningen 7. Dessa cirklar har medelpunkten pa Euklidiska linjen A
som gir genom z; och z; se figur 2.31. Bilden 7(I") av en sadan cirkel I" uppfyller 7(I') = T"
och varje punkt pa I har roterats med vinkeln 6.

Vi fortsétter nu med att studera fallet da 7 ar hyperbolisk.

Vi antar som tidigare att

To= “*P Gira b e.d eR och ad—be=1
cz+d

Nir T ér hyperbolisk uppfyller y =a+d, ;(| >2

Fall1: c=0;k=a’# 1 ochk €]0,o[ .

ab

2

Tz—z, = a’(z—z) dirz, =

/

Figur 2.32.

Lat oss betrakta en (generaliserad) cirkel C som gar genom z; och z; = oo.
Visag i kapitel 1.11 att T(C) = C. y = C n H ar en hyperbolisk kurva invariant med avseende

paT.

Fall 2: Antar nu att ¢ # 0. Vi far da att:

Zip T , Z, €R



Vi antar ocksa att ¢ > 0 vilket betyder att z; och z; € R och att z; < z,, se figur 2.33.

T(z) (for k> 1)

T(z) (for 0 <k < 1)

T

Figur 2.33.

Vi betraktar cirkeln C genom att z; och z,. ¥ = C n H &r en hyperbolisk linje och 7(y) =.
Omzey = 1(y) €y

Lat 2/, z" ey.
dy(T(2),1(z") = In[z,T(z"),T(z"),2,] = In[T(z)),7(z"),T(z"),T(z,)] =

=lIn[z,,z",z",z,] = d,,(T(z"),T(z"))

Isometrin 7 flyttar alltsd punkter pa vy till punkter pa vy.

P4 grund av denna egenskap sé kallas avbildningen 7 f6r en hyperbolisk translation.

Vi ska nu studera fallet d4 avbildningen 4r parabolisk.

s az+b

dira, b,c,d eR ochad—bc=1,
cz+

y=a+d=%2
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Fall1: ¢ =0.

Tz=z+A, A €R

T ér en Euklidisk translation se figur 2.34.

Y T(y)

=y

Figur 2.34

Ingen speciell egenskap forekommer hos 7'1 det har fallet.

Fall 2: Vi antar nu att ¢ # 0.

R a—d

1=22=
2c

A
T(y
ah
. =7 >
\ K X
C
Figur 2.35

Lat oss nu betrakta en cirkel C som gir genom z; och har medelpunkten pa R U {0}, se figur
2.35. 1 fallet da C har medelpunkten 1 oo blir C den Euklidiska réta linjen A med ekvationen
X=z.

Vi sag i kapitel 1.10 att y:= Cn H dr en hyperbolisk linje och 7(y) = dr en annan hyperbolisk
linje som &r tangent till y 1 punkten z;. (Ao fran kapitel 1.10 blir R U {xo})

I det har fallet kallas avbildningen 7 for limesrotation av H runt z;.
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2.9 Jamforelse mellan Euklidisk och Hyperbolisk geometri

Euklidisk geometri: Om P;, P, ir punkter i rummet R’ och P, #P, = (3) d=ritlinje R
sa attPl,Pz ed.

Hyperbolisk geometri: giller att dd z,, z, € Hochz #z; = () en geodet ysd attz;,z; € y

V4
Z]

Z]

a a a
Figur 2.36

Euklidisk geometri: (Euklides 5Se postulat)

d =rit linje 1 planet I, P =punktiplanet, P¢d (3')A =ritlinje, P € A och A// d, se figur
2.37.

°
>

Figur 2.37

Hyperbolisk geometri:

y = hyperbolisk linje = en geodet, P = punkt, P ¢ y = 3 tva hyperboliska linjer y,och y,
som &r parallella med y, 7, N 7, ={P} och det finns odndligt ménga linjer ultraparallella
med y.

Tva geodetiska linjer dr parallella da de tangerar varandra i co och tva geodeter som saknar
gemensam punkt men inte &r parallella kallas for ultraparallella, se figur 2.38.

7>

v

v

0
Figur 2.38. § dr ultraparallell med vy. 0 ultraparallell med vy.
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Euklidisk geometri: Arean av en triangel beror pa langden av triangelns sidor.

A
c b
B
a C
Figur 2.39
Om AA4BC har sidorna med lingder a = HR’ ,b= HE ,C= HEH ochp = “ [2) = ’

Da giller Heron's formel for arean av AABC:

Arean (AABC) = \/p(p—a)(p—b)(p—c)

Hyperbolisk geometri: Arean av en triangel beror endast av storleken pa triangelns vinklar
och inte alls av sidornas ldngd.

Anna Persson
Karlstad 23 maj 2006
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