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Sammanfattning 
De p-adiska talen vars främsta användningsområde ligger inom talteorin beskrevs först av den 
tyske matematikern Kurt Hensel 1897. 
För varje primtal p, så utvidgas talsystemet Q av rationella tal till ett större talsystem som 
betecknas Qp, de så kallade p-adiska talen. 
En annorlunda valuation av rationella tal ger ett så kallat icke-arkimediskt absolutbelopp samt 
en annan metrik än den vi är vana vid, en ultrametrik. Vilket gör att kroppen av p-adiska tal 
Qp får en annorlunda topologi. 
Ett icke-arkimediskt absolutbelopp har samma egenskaper som ett vanligt arkimediskt 

absolutbelopp, samt en extra egenskap nämligen { }yxyx ,max≤+ . 

Avslutningsvis använder vi oss av Hensels lemma, vilken bygger på Newton-Raphsons 
metoden för att lösa ekvationer, för att bestämma om ett polynom har rötter i Zp och i så fall 
vilka de är. Då den p-adiska analysen på många sätt är lättare än den reella analysen så visar 
Hensels lemma ganska lätt om ett polynomen har rötter i Zp. 
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 1. Inledning 

1.1 Bakgrund 
Den här uppsatsen är en introduktion till p-adiska tal. Jag har följt de tre första kapitlen i 
boken p-adic numbers, av Fernando Q. Gouvea. Alla definitioner och satser är tagna ifrån 
denna bok, samt vissa bevis. 
Mitt upplägg har varit att följa boken och svara på utvalda problem. En del är presenterade 
som exempel, andra som bevis för satser och lemman och en del exempel är 
egenkomponerade. 
 

1.2 Introduktion 
De p-adiska talen beskrevs först av den tyske matematikern Kurt Hensel 1897. 
Det p-adiska talsystemet främsta användningsområde ligger inom talteorin där det ger ett 
alternativt sätt att räkna. 
 
I den vanliga matematiken med reella tal så har vi tal med ett oändligt antal decimaler t.ex. 
1/3, som med ett oändligt antal decimaler skrivs som 0,33333…. 
Två tal som skiljer sig åt på den 10:e decimalen är ungefär lika, två tal som skiljer sig åt på 
den 20:e decimalen är än mer lika än de föregående två. 
Desto större negativ 10 potens desto mindre är differensen. 
Ett 10-adiskt tal har en liknande utveckling men med den skillnaden att differensen mellan två 
tal är mindre om de skiljer sig åt med en stor positiv 10 potens, alltså 2222 är nära 3222, men 
222222 är än närmre 322222. 
Men de 10-adiska talen har en nackdel, det finns nämligen par av tal skilda från noll vars 
produkt blir noll. Men de 10-adiska talen är en ring med nolldelare. Detta problem undviks 
dock genom att använda primtal som bas istället för 10. 
 
Om p är ett primtal, så kan alla positiva heltal skrivas i en utveckling i basen p på formen 

.100011 som skrivs vilket 212120202021är binärt  35 T.ex.

.10,   
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Utvecklingen i basen p visar om m är delbart med p och i så fall i vilken grad,  
t.ex. utveckla 75 i basen 3 ger: 

.potenser högre med ejmen  3, meddelbart är  75att sar  vilket vi,323231075 32 ×+×+×+=  
 

summor.ändliga 

förstället  i serier formella  vibetraktar så   talrationella  tillgå vidareska  nu När vi
0
∑

∞
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.01 heltal,

som uttrycka   vikandå  |fallet betraktar   viOm .0

 taletrationelladet först betraktar  Vi
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Lemmat nedan kommer att användas för att utveckla ett rationellt tal i basen p. 
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Lemma 1.2.1 
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Upprepad tillämpning av lemmat ger oss det rationella talet utvecklat i basen p, vilket ser ut 
på följande sätt. 

...attger Vilket 

sätt.samma på  osv.
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Exempel 

[ ]

[ ]
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möjligt). somlångt så förkortat är  

att  (antag  | och |  omm  0  och  |  omm  0att gäller  Det .

formenpå det utrycka formellt rent   primtalalla för alltså  man kanså  ,   talrationellaFör 
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Vi kallar detta den p-adiska utvecklingen av x 

dvs. .10
0

−≤≤= ∑
≥

papax n

nn

n

n  

 
Nu vill vi kunna räkna med sådana serier. Vi kommer att räkna formellt med addition och 
multiplikation. Det är naturligtvis inte självklart att detta kommer att fungera, senare i 
uppsatsen kommer det dock att visa sig vara möjligt. 
När vi räknar med dessa serier så visar det sig att vi får en kropp, 
denna kropp får beteckningen Qp och kallas kroppen av p-adiska tal. 
 

.  inbäddning enger     Funktionen pQQxavutvecklingadiskpx →−a  
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Lemma 1.2.2 
Alla rationella tal har en periodisk p-adisk utveckling och omvänt gäller det att en periodisk p-
adisk utveckling ger ett rationellt tal. 
 
Bevis 

 tal.rationelltett är  Alltså 
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Exempel 
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Exempel 
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1.3 Kongruenser modulo pn 

 
Om vi nu tittar på kongruensekvationer modulo pn så kommer vi att se att de påminner om de 
p-adiska tal vi redan gjort. 
De lättaste kongruensekvationerna är givetvis de som har lösning i Q (rationella lösningar), 
som de 3 följande exemplen visar. 
 
Exempel: 

( )

[ ]
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osv.

27 mod 314

9 mod 314

3 mod 1får viDå 

 .4fallet på först  tittar Vi

a.lösningarn med litearbeta får  att vigör  vilket ,0att   vill vimen

,4 lösningenhar  16 Ekvationen

).3(modlösning att varjesätt så på 
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3 mod 2får viDå 
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 :attgäller  1alla för det  omkoherent är  nalla för 
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Eftersom p är ett primtal kan vi säga att följden är p-adiskt koherent. 
 
Sambandet mellan formella serier och koherenta följder inses genom att trunkera den formella 
serien för att få den koherenta följden. För att gå ifrån en koherent följd till en formell serie 
behöver man endast utveckla xn, vilket sedan ger x. 
Eftersom det är enklare att hantera koherenta följder än serier kommer vi i fortsättningen att 
göra detta. 
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.7 lösningenhar  49 Ekvationen

).(mod  lösning att varjesätt så På 

.10då )5(mod49lösa    villVi

Exempel
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:av enutvecklingadiska -5 denAlltså 

.125 mod 254533118
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2

3

2

1

2

1

+×+×+=−=

×+==

×+×+=≡

×+=≡

≡

−=

×+=≡

≡

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

 
 
Om vi tar p=2 så blir det hela lite svårare, för ”trädet” av lösningar i modulo 2 är mycket 
mera komplext, det kommer nämligen att finnas lösningar i modulo 2n som ej går att ”lyfta” 
till modulo 2n+1. 
 
Exempel 

( )
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).2 (mod lyfta tillatt går  ej som )2 (mod ilösningar  finnasatt kommer det att är 

uppstår somproblemet  lösningar,  tillfram ossprova att för  formeln av ossanvända  kan Vi

.202mod2

av ossanvända   vikanså  hittat har  nu När vi
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( )
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( ) ( ) .7,3,5,1då  uppfyllsdetta  och 8mod1 måsteså   8mod181Då 
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Om vi fortsätter på samma sätt så får vi. 
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Vilket kan sammanfattas som ett träd. 
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( ) oändlig.lösningar  av följdenär så  mod

uppfyller som  lösningunik  enexisterar  alltid  lösning given enför det  Om
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Nästa exempel har inga rationella rötter men lösning i (mod 7n) existerar. 
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( ) ( )
( )
( )

.122404567eller  4567  Alltså
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Vi ska nu visa att varje lösning hela tiden kommer att generera en ny unik lösning, alltså är 
följden av lösningar oändlig. 
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Sats 1.3.1 
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Bevis

+

+

++

+

+

+

+

+

≡

≡+

≡≡++

≡+

≡

<≤+=

≡

≡=

nn

n

nn

nn

nnnnn

nn

nn

n

n

n

n

nn

n

n

n

pxkpx

pkpxx

ppkppkkpxx

pkpx

px

pkkpxx

x

pmx

pxx

 

[ ]

)(mod och )(mod

attså  unikt ett funnit  har vi därmed och

)(mod2löser  som 1,0unikt ett  finnsså  )(mod02Då 

).(mod2

 med nuDividera 

2attså 

  heltalett det  finnsså  )(mod Eftersom

1
2

1

1

2

n

nn

n

n

n

nn

n

n

nn

n

n

n

pxxpmx

x

plkxpkpx

plkx

p

lpkpx

lpmx

≡≡

≡−∈≡/

≡

=

≡

++

+

 

 
 
Då p=2 medför det lite problem eftersom man får 

{

)2(modblirvilket 

)2(mod22

12

1

0

2

+

+

≡

≡

≡+

n

n

nn

nn

mx

mkxx

 

Alltså kommer k ej att vara unikt. Det kommer antingen att fungera för alla k eller inget. 
Det inträffar ibland att det finns lösningar (mod p

n
) som ej går att ”lyfta” till (mod p

n+1
). 

 
Nedan följer ett exempel på hur det kan se ut då p=2. 
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55 23, ,93 ,7 ,75 ,52 41, 9,)64(mod6

13 ,51 23, 7, 25, 9, ,71 ,1)32(mod5

15 7, ,11 ,3 ,31 ,5 9, 1,)16(mod4

7 3, 5, 1,)8(mod3

3 1,)4(mod2

1)2(mod1

).2(mod120då )2(mod17lösa  nuska  Vi

Exempel

1
2

=

=

=

=

=

=

≡−≤≤≡ +

n

n

n

n

n

n

xxxx
n

nn

n

n

n

n

 

 

1

1 7

1 7 23

5 23

55

1

9

3 9

3 9 41

7 25

15  
 
 
Som ett tidigare exempel visade så finns det lösningar (mod pn) som ej är rationella lösningar, 
på samma sätt finns det lösningar för ekvationer som saknar lösning i Q, i kroppen Qp.  
Alltså är vissa p-adiska tal inte (utvecklade från) rationella tal. 
 
Vi ska nu visa att alla p-adiska tal inte är utvecklade ifrån rationella tal. 

grupp 2)(p jämncyklisk   ;)1(

1attgäller Det 

. kroppenändliga  denpå  titta nu kan Vi

.  tilldå  lösning enger )(mod

nkongruense  till ningheltalslös att varje 1.3.1 Sats från så vet vi heltalett är  p) meddelbart  (ej m Om

7.p  tar viskull senkelhetenFör 

1
*

*

22

≠−≅

−=

=∈≡

≥

−pp

p

p

p

ZZpZF

pF

F

mxQxpmx

x
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Isomorfin har egenskapen att de jämna elementen i Zp-1 motsvarar de m (0<m≤p-1) som är 

 

 
.  tilllösning rationellhar  som än )(mod  tilllösninghar  som fler  finnsdet så 

,7för 1 
2

1
är Nu

.  lösninghar  att sådana  )10(   :1endast   finnsDäremot 

lösning. enhar   )(mod nkongurenseatt sådana   :
2

1
det   finnsAlltså 

lösning. enhar   )(modatt sådana 

22

2

2

2

mxpmxm

pp
p

Qxmxpmmstp

pmxmst
p

pmx

=≡

≥−>
−

∈=−≤<−

≡
−

≡

 

När vi har hittat ett m som inte är en kvadrat (rationell lösning) men som har lösning  
)(mod1 pmx ≡ så kan vi med hjälp av Sats 1.3.1 konstruera en koherent följd (ett p-adiskt 

tal), alltså en lösning . i lösninghar  ej att  så har valt  men vi ,  till 22 QmxmmxQx p ==∈  

Vissa p-adiska tal är således inte (utvecklade från) rationella tal. Detta följer också av att 
rationella tal har periodisk p-adisk utveckling (Lemma 1.2.1). 
 
 
Vi ser nedan är att för p=3 och 5 så finns det lika många m (0<m≤p-1) så att ekvationen x2

=m 

har lösning i Qp som i Q, men då p>5 så finns det fler m som har lösning i Qp än i Q. 

 

22

222

7
222

222

222

222

22

524

24432

 i 2 , ilösn  3;11611)7(mod7

24324

 varderailösn  2;11411)5(mod5

 varderailösn  1;11211)3(mod3

1
2

1

. iLösningar . iLösningar 

=≡

==≡

==≡=

==≡

==≡=

==≡=

==

−
−

QQp

p

p

xmxm

p
p

QQp

 

 
Att det finns fler lösningar i Qp än i Q gäller även för fallen då p=2, 3, och 5, man måste bara 
titta på kongurenser modulo högre potenser av p. 

.i  2för  lösning en finnsdet att  1.3.1 Satssäger så 

),7(mod2för  lösning enhittat har  När vi

).7(mod243ty ;4eller  3lösninghar 

)7(mod2

:sätt följandepå   visaskan 2Att  

7
2

2
1

22
1

2
1

7

Q

x

x

x

Q

=

≡

≡≡=

≡

∈

α

 

 
 
Till en given ekvation kan man på samma sätt se att för ett visst p så existerar lösning och för 
ett annat p så saknas lösning. 
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ej.existerar  Lösning. lösningsaknar )7(mod6

)7(mod01

:

existerar. Lösning.3eller  2att ger )5(mod4

)5(mod01

:

. i lösningsaknar  men   i lösninghar 01att  visar Vi

Exempel

1

2

1

2
1

7

11
2

1

2

1

5

75
2

xx

x

Q

xxx

x

Q

QQx

≡

≡+

≡≡≡

≡+

=+

 

 
Eftersom det för varje p existerar en ekvation där det saknas lösning i Qp, så kan man säga att: 
Qp aldrig är algebraiskt sluten. 
 
Bevis 

.i lösning även saknasså  lösning,saknar detta  Om

).(modatt

)(modgerså 

...

sätt följandepå ut ser et adiska tal-pdet  Eftersom

lösning.saknar  ekvationdenna att så  )0( heltal finnsdet att  visa  villvi

 ekvationenBetrakta 

2

0

2

2
210

2

p

p

Q

pma

pmx

papaax

pmm 

Qxmx

≡

≡

+++=

<≤

∈=

 

 
Exempel 

. i lösning saknasAlltså 

14

43

42

)5(mod11då omöjligt  vara sigar vilket vis

)5(mod3för  lösningsöka enkelt helt att  Genom

 i lösninghar  3 om undersöker Vi

5

2

2

2

2

2
1

.5
2

Q

x

Qx

≡

≡

≡

≡

≡

=
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2. Förberedelser för att kunna räkna p-adiska tal 
I det här kapitlet kommer vi se att en annorlunda valuation av rationella tal ger ett så kallat 
icke-arkimediskt absolutbelopp samt en annan metrik än den vi är vana vid, en ultrametrik. 
 
Huvudidén är att introducera annorlunda funktioner för absolutbelopp på kroppen av 
rationella tal och sedan komplettera Q med avseende på den uppkomna topologin. 
Vi vill använda vårt nya icke-arkimediska absolutbelopp för att på ett alternativt sätt mäta 
”storleken” på saker och ting. 
Med vårt nya absolutbelopp kommer vi att förstå påståendet: 
I kroppen Q3 så är avståndet mellan 1 och 2, större än avståndet mellan 1 och 100. 

2.1 Absolutbelopp på en kropp 

Låt F vara en kropp och låt { }0: ≥∈=+ xRxR . 
 
Vi börjar med att definiera vad ett absolutbelopp på F är. 
 
Definition 2.1.1: 

{ }
t.arkimediskoppet absolutbelär  Annars

,,xyx)

uppfyller ävendet  omt arkimedisk-icke på  oppabsolutbelett kallar  Vi

,xyx)

,)

0 omm 0x)

: villkorföljandeuppfyller  som

:

funktion enär  på  oppabsolutbelEtt 

FyxyMaxiv

F

Fyxyiii

Fyxyxxyii

xi

RF

F

∈∀≤+

∈∀+≤+

∈∀=

==

→ +

 

 
 
Det triviala absolutbeloppet. 

.00och  0 om1Sätt =≠= xx  

Detta fungerar på alla kroppar F och definierar ett icke-arkimediskt absolutbelopp som kallas 
det triviala absolutbeloppet. 
 
Ändliga kroppar 
För ändliga kroppar är hela teorin trivial. 
 
Påstående: 
Om F är en ändlig kropp, så är det enda absolutbeloppet på denna kropp det triviala 
absolutbeloppet. 
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Bevis: 

VSBialt.oppet trivabsolutbelär Alltså 

1

så ),strukturera Algebraisk boken (se är Då 

. ielement  antalär  q och ändligär    Eftersom.0Låt 

.11är så positivt strikt är  1 Eftersom

111111

def. enl. 00

=⇔==

=

≠∈

=

×=⇒×=

=

xxxx

xx

FFxFx

qq

q

 

 
Vi ska nu definiera funktionen vp som vi kommer att använda ofta i våra absolutbelopp. 
 
Definition 2.1.2 

{ }

( )

exempel.några  räknar viså nierat är väldefidetta att  visar  viInnan

).()()(

sätter viså  , )0(  Om

:följer som  talrationella av kroppen  tillutvidgar  Vi

.|

uppfyller som heltalpositiva unika det  vara låt  ,0, Tag

 sätt. följandepå  definieras som  0:

funktionenär  på  uationenadiska val-  Den. primtalett  Tag

)(

bvavxv

ZbaxQbax

v

npnpn

nvnZn

RZv

Zpp

ppp

p

nv

p

p

p

−=

∈≠∈=

′/′=

≠∈

→−

 

 
Exempel 

( )

( ) 2400ärså 

165525221021004400Eftersom

400

5

22422222

5

=

×=×=××=×=×=

v

v

 

 
( )

( ) 2400ärså 

)16(5400Eftersom

400

5

2

5

=−

−×=−

−

v

v

 

 
( ) 0157 =v  
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( ) ( )

( )

( )

( ) 1013180

353

5365218180

3180

sätt följandepå detta  räknar vit Alternativ

13180

51260

603180

5

0

5

5

55

=−=

×=

×=××=

=

×=

=

v

v

v

vv

 

 
 
Lemma 2.1.3 

)()()(

:gäller  ,alla För 

yvxvxyv

Zyx

ppp +=

∈
 

 
Bevis 

.och )(där och

och )(där Låt

heltal.  vara,Låt 

y|pyvbypy

x|pxvaxpx

yx

p

b

p

a

′/=′=

′/=′=  

VSB).()()()(

så | medär Då

yvxvbayxpvxyv

yxpyxpypxpxy

pp

ba

pp

baba

+=+=′′=

′′/′′=′′=

+

+

 

 
 
Sats 2.1.4 

VSB).()()()(  Alltså

).()()()(

så )()(är  så  Om

).()()()()()(

0,;Låt 

:Bevis

).()()()(är  så  om alltså

heltal, för tvåkvoten  avtionen representa på )( inteberor  så  Om

dvcvbvav

cvbvdvav

bcvadvbcad

cvbvbcvdvavadv

dbbcaddcba

dvcvbvavdcba

xvQx

pppp

pppp

pp

pppppp

pppp

p

−=−

+=+

==

+=+=

≠=⇔=

−=−=

∈

 

 
Exempel 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0213436327Alltså 

321363363

303427427

363427436327

3333

333

333

−=−⇔−=−

=+=+=×

=+=+=×

×=×⇔=

vvvv

vvv

vvv
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.| om

:av bestäms alla för  uationenadiska val- Den

)(
abp

b

a
px

Qxp

xvp

/×=

∈

 

 
Grundegenskaperna för den p-adiska valuationen vp är som följer. 
 
Lemma 2.1.5 

{ })(),(min)()

)()()()

:gäller  ,alla För 

yvxvyxvii

yvxvxyvi

Qyx

ppp

ppp

≥+

+=

∈

 

 
Bevis 

.att  Antag

.)(och

)(Låt

., låter vi medbörja att  Till

ba

y|pyvbypy

x|pxvaxpx

Zyx

p

b

p

a

≤

′/=′=

′/=′=

∈

 

{ } VSB.)(),(min)(Alltså

.)())(()(

)(är Då)

2.1.3). (Lemma  tidigareHar visats)

 ty 0

yvxvyxv

aypxvaypxpvyxv

ypxpypxpyxii

i

ppp

ab

ab

p

aba

pp

ababa

≥+

≥′+′+=′+′=+

′+′=′+′=+

≥≥

−−

−

44 344 21

 

 

{ } { }
{ } { }
{ }

{ } VSB.)(),(min)( Alltså

.)(),(min

)(),(min)()(),()(min

)()()()(),()(min)((),(min

)()()()()()

VSB).()()(Alltså

).()()()()()()()(

)()()()()()()()(är Då)

.,,,och    nu  Om

yvxvyxv

yvxv

srvqtvsvrvqvtv

svqvrvqvtvsvqsvqrvstv

qsvqrstv
qs

qrst
v

s

r

q

t
vyxvii

yvxvxyv

yvxvsrvqtvsvrvqvtv

svqvrvtvqsvtrvqstrvxyvi

Zsrqtsryqtx

ppp

pp

pppppp

ppppppppp

ppppp

ppp

pppppppp

pppppppp

≥+

=

==−−=

=−−++=−≥

≥−+=
+

=+=+

+=

+=+=−+−=

=−−+=−==

∈==
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Exempel 

{ })135(),18(min2)13518()153(Alltså

3)135(

2)18(

173153

2)153()13518(

1032430

5)2430(

243013518:Kontroll

53135

2318

532)135()18()13518(

3333

3

3

2

33

5

3

3

2

333

vvvv

v

v

vv

v

vvv

≥=+=

=

=

×=

==+

×=

=

=×

×=

×=

=+=+=×

 

 
 
Definition 2.1.6 

.00låter   vioch  ,0 om

som  avoppet absolutbeladiska -det  definieras  alla För 
)(

=≠

=

∈

−

p

xv

p

x

px

xpQx

p  

 
Exempel 

343776863

330)686()3()6863(

271477987686;3)686(0)3(6863

17177553

0)177553(177553

71771256

127128756;12)12(1)56(1256

71735

5735;1)35(35

3)3(

7

777

3
777

0

7

77

1)01(

7

01
777

1

7

1
77

===

−=−=−=

×=××=×===

==

=

===

×=×===

==

×==

−−

−

−−−

−

vvv

vv

v

vv

v

 

 
Notera vad det p-adiska absolutbeloppet egentligen gör, är att på ett ganska konstigt sätt mäta 
hur pass delbart talet x är med p. 
När x är ”mycket” delbart med p så blir absolutbeloppet litet (”-” i exponenten). 
När x är ”lite” delbar med p så blir absolutbeloppet stort. 
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.då   0

blir falldetta  i som

somppet absolubeloadiska -pdet  definierat att vipå beror Detta 

då   0

Exempel

)(

)(

∞→→==

=

∞→→

−−

−

nppp

px

np

npv

p

n

xv

p

p

n

n
p

p
 

 
Av det följande exemplet kan man se att det 3-adiska avståndet mellan 1 och 2 är längre än 
det 3-adiska avståndet mellan 1 och 100. 
 
Exempel 

11001101

91911991100

39;919110

131;1112

33

33

2

33

0

33

==−

=×==−

===−

×===−
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Sats 2.1.7 

.00

0

genom 1  , allaför 

 , på oppabsolutbelt arkimedisk-ickeett  definierakan Man 

)(

=

≠=

>∈

−
xcx

cRc

Q

xvp
 

 
Bevis 

{ }

{ } { }

{ }

{ }.,maxAlltså

.dvs.

)()(sådåatt   Antag

.så)(),(min)(

att har vi 2.1.5ma Enligt Lem

.och

har Vi

.,maxyx

attsa behöver vi Vi

ej). t visasär trivial 0,då (0, talrationella vara ,Låt 

)()(),(min

)()(

)(),(min)(

)(

)()(

yxyx

xcc

yvxvccyx

ccyvxvyxv

cyx

cycx

yx

yxyxyx

xvyvxv

pp

yvxv

yvxvyxv

ppp

yxv

yvxv

pp

p

ppp

p

pp

≤+

==

≤≥≥

≤≥+

=+

==

≤+

=≠

−−

−−

−+−

+−

−−

 

 
Vi visar nu att villkor ii) i definition 2.1.1 är uppfyllt med hjälp av Lemma 2.1.5. 

( )
VSB.

att ossger vilket 

)()()(

att har vi 2.1.5ma Enligt Lem

.att  Alltså 

)()()()()(
yxccccxy

yvxvxyv

yxxy

yvxvyvxvxyv

ppp

ppppp =×===

+=

=

−−+−−

 

 
Notera att c inte spelar någon roll så länge som det är större än 1. 
 
Man väljer lämpligen c som primtalet p, för då kommer den viktiga produktformeln (som vi 
kommer att visa längre fram) att gälla. 
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2.2 Icke-arkimediskt absolutbelopp 
Här kommer vi att titta lite på basegenskaperna, samt att förklara den icke-arkimediska 

egenskapen { }yxyx ,max≤+ . 

Låt F vara en kropp och  är ett icke-trivialt absolutbelopp på F. 

 
Lemma 2.2.1 

 trivialt.är  så kropp, ändligen är   om)

., allaför )

.11)

.1är  så ,1och   om)

.11)

:gäller ,kroppar  alla på   oppabsolutbel allaFör 

Fv

xxFxiv

iii

xxFxii

i

F

n

=−∈

=−

==∈

=

 

 
Bevis 

t.är trivial alltså  1att ger vilket 1att  ser viså  ) av sedan oss ianvänder v

,0då  1 har vidå   ielement  antal vara qLåt )

.1)

.11alltså  11)1(är)Enligt :1,2Sätt )

.1 om 1är så   Eftersom)

.1111)

1

1

2

22

==

≠=

=×−=−

=−==−−==

===

===

−

−

xxii

xxFv

xxxiv

iixniii

xxxxii

i

q

q

nnn

 

 
Satsen som följer ger ett nödvändigt och tillräckligt villkor för att ett absolutbelopp ska vara 
icke-arkimediskt. 
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Sats 2.2.2 

.1 ommt arkimedisk-icke på  oppabsolutbelett är Speciellt 

.alla för 1

ommt arkimedisk-ickeär  på   oppabsolutbel Ett . i  av bilden vara Låt 

ZnnQ

Aaa

FFZFA

∈∀≤

∈≤

⊂

 

 
Bevis (Vi följer här boken p-adic numbers) 

{ }
.alla för  1att följer induktivt 

,1,max1a

får viså t arkimedisk-ickeär   omatt säga   vikan gäller, alltid  11 Eftersom

Aaa

a

∈≤

≤±

=±

 

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

t.arkimedisk-ickeär  att medför vilket 

,1,max1att   får vi låter    viomså   11limär Nu

är.dessa stora 

hur oavsett  heltalpositiva alla för gäller olikhet Denna .,1max)1(1

får ochsidor  bäggepå ur  roten te:m nu tar Vi

.,1max)1(1

så 1 och heltalett är    eftersom1

heltalpositivt ett  vara låt 1,max1

att a endast vis nubehöver  vi1,max1

får  vioch )uppenbart påståendetär så  0 (om ,0   meddela ,max

har vi ,alla för att  visa nu  villVi

00

00

xxmm

mxmx

xmxx
k

m
x

k

m

k

m
x

k

m
x

k

m
x

mxx

y

x

y

x

yyyyxyx

Fyx

m

m

m

m
m

k

kk
m

k

m

k
m

k

m

k

km

≤+∞→=+

+≤+

+≤≤







≤+

≤























≤








=+

≤+









≤+

=≠≤+

∈

∞→

==

==

∑∑

∑∑
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2.3 Topologi 
Vi ska nu använda vårt ”nya” absolutbelopp till att mäta avstånd, vilket kommer att resultera i 
något som kallas det ultrametriska rummet. I detta rum kommer vi att se att topologin är lite 
annorlunda än den vi är vana vid, bl.a. att en öppen mängd även är sluten och tvärtom, samt 
att den starkare alltid vinner! 
 
Vi börjar dock med att definiera avstånd. 
 
Definition 2.3.1 

( )

( ) .,

genom  ,element  två mellan  ,avståndet  definierar Vi

.på  oppabsolutbelett  vara  och kropp en vara Låt 

yxyxd

Fyxyxd

FF

−=

∈  

 

).,(),(),(,,,)

).,(),(,,)

. omm  0),(och  0),(,,)

:egenskaper följandehar   ),(

zydyxdzxdFzyxiii

xydyxdFyxii

yxyxdyxdFyxi

yxd

+≤∈∀

=∈∀

==≥∈∀
 

 
Bevis 

.då endast  0),(och

yxdå  0),(Avståndet)

yxyxyxd

yxyxdi

==−=

≠>−=
 

.)(

),(),()

yxyxyxyxxyyx

xydyxdii

−=−⇔−−=−⇔−=−

⇔=
 

.likheten triangelomha. inses

),,(),(),()

zyyxzyyxzx

zydyxdzxdiii

−+−≤−+−=−

+≤
 

 
 

2.3.1 Ultrametriskt rum 
Vid en första anblick verkar vissa satser i det ultrametriska rummet vara ganska konstiga. 
I detta rum används en annan metrik än den vanliga euklidiska, en så kallad ultrametrik eller 
även kallad icke-arkimedisk metrik. 
 
Det icke-arkimediska absolutbeloppet kan även uttryckas som: 
 
Lemma 2.3.1.1 

( )

( ) ( ) ( ){ }.,,,max,

då ,,alla för  omendast  och omt arkimedisk-icke är så 

,

definiera  och  kroppenpå  oppabsolutbelett  vara Låt 

yzdzxdyxd

Fzyx

yxyxd

F

≤

∈

−=
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Bevis 
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } { } { }

( ) ( ) ( )[ ] { } ( ) ( ){ } VSB.,,,max,max,

tarkimedisk-ickeär  att  Antag

.,max0,0max0,,0,max,

är då  ,,,max,att  Antag

yzdzxdyzzxyzzxyxyxd

yxyxydxdyxdyx

yzdzxdyxd

=−−≤−+−=−=

=−−=≤=−

≤

 

 

{ }

{ }
( ) { }

{ }.,maxär så   Om :Slutsats

alltså  

dåblir  ansa tillsammolikhetern

att har vi olikhetenförsta  den från Men

. måsteså  då    ,maxså   

men ,maxär Då 

 .att anta  osslåt  ,

om men ,maxuppfyller  oppabsolutbelt arkimedisk-ickeett att Notera 

yxyxyx

xyxyxxyx

xyx

yxxyxyyxxyyxx

xyxyx

yxyx

y,xyx

=+≠

=++≤≤+

≤+

+≤>+≤−+=

=≤+

>≠

≤+

 

 
 
Vi ska nu se att operationerna addition, multiplikation och inversen på kroppen F är 
kontinuerliga med avseende på d(x, y). 
 
i) Vi ska nu visa att addition är en kontinuerlig funktion. 

.),(är  så ),(och  ),(

 omatt  så 0ett existerar  så 0 allaför att  nu visa ska Vi ., Tag

0000

00

εδδ

δε

εε

ε

<++<<

>>∈

yxyxdyydxxd

Fyx
 

.
22

)()(),(

är Då .2Sätt  

00000000

ε
εε

δδ εε =+=+≤

≤−+−≤−+−=+−+=++

=

yyxxyyxxyxyxyxyxd

ε:δ
ε

 

 
ii) Vi ska nu visa att multiplikation är en kontinuerlig funktion. 

.),(är  så ),(och  ),(

 omatt  så 0ett existerar  så 0 allaför att  nu visa ska Vi ., Tag

0000

00

εδδ

δε

εε

ε

<<<

>>∈

yxxydyydxxd

Fyx
 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) .
22

,

är Då .
2

,2min:Sätt 

00
2

00000000

00000000

00000000000

00

ε
εε

δδ

δδδδ

ε
εδ

εε

εεεε

ε

=+<++=

=++≤−+−+−−≤

≤−+−+−=−+−≤

≤−+−=−+−=−=









+
=

yx

yxxxyyyxyyxx

xxyyyxxxxxyyyx

xxyyyxyxxyxyxyyxxyyxxyd

yx
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iii) Vi ska nu visa att invers är en kontinuerlig funktion. 

.)1,1(är  så ),(

 omatt  så 0ett existerar  så 0 allaför att  nu visa ska Vi ., Tag

00

00

εδ

δε

ε

ε

<<

>>∈

xxdxxd

Fyx
 

( )

.
22

11
1,1

är Då .
2

,
2

min:Sätt 

2

0

02

0

20

0

000

0

0

0

0

0

0

0

2

00

0

εδ

εε
δ

ε

ε

≤≤−=

=
−

≤
+−−

−
≤

−
=

−
=−=













=

x
xx

x

x

xx

xxxx

xx

xx

xx

xx

xx

xx
xxd

xx

x
 

 
 
 
I ett ultrametriskt rum är alla ”trianglar” likbenta. 

( )

( )

( )

{ }
 vinner!"starkareDen "att  säga alltsåkan Man 

.  då,max dvs.

 två,de av störreden  med lika är  då  Om

,

,

,är då

det,,Låt 

zyyxzyyxzx

zxzyyx

zxzxd

zyzyd

yxyxd

rummetskaultrametrizyx

−≠−−−=−

−−≠−

−=

−=

−=

∈

 

 
Att ”den starkare alltid vinner” visas nedan, dvs. de två längsta sidorna är alltid lika. 
 
(Vi följer här boken p-adic numbers) 

 y).ochx  byter vi (annars xatt anta  kan Vi

.Alltså 

.|är  då 

,)(  och)(Låt  

y

pypx

yxpypyxpx

myvnxv

mn

mn

pp

≥

==

′′/′=′=

==

−−
 

 

( )
( )

.Alltså

.)(att ger vilket 

|  så | Eftersom

.

attger  vilket heltal) ( ,0,låt  , Då

.Fallet i)

xpyx

nyxv

ypxpxp

ypxpypxpyx

nmmn

yx

n

p

nnn

==+

=+

′+′/′/

′+′=′+′=+

>+=<

>

−

+

ε

εε

εεε
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( ) ( )
{ }
{ } .,maxAlltså

.)(),(min)(

så  delakan  men  eller|

attger  vilket  Då

.Fallet ii)

yxyxyx

yvxvnyxv

yxpyxpyxpyx

mn

yx

ppp

n

==≤+

=≥+

′+′′′/′+′=+

=

=

 

 

.är ii)fallet i

ochär i)fallet i

lika ,,oppen absolutbel  trede av är tvåfallen  bägge iatt  Notera

yx

yxx

yxyx

=

+=

+

 

 
Även exemplet nedan illustrerar att den starkare alltid vinner! 
 
Exempel 
Ge Q den 5-adiska topologin. Ta en triangel med hörnen i 









=

=

=

157

51

152

z

y

x

 då är dess sidor d(x,y), d(y,z) och d(x,z). 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1längden har  sida 1

 vinner!starkareDen ;5längden har sidor  2Alltså

.155
3

1

15

7

15

2
,och

555
15

4

15

7

5

1
,blirsätt  samma på

,555,gervilket 

53

51

15

1
Ty ;110

15

1

5
15

1

5

1

15

2
),(är   och  mellan Avståndet 

031

55
5

1154

55
5

1151

0

5

151

55
5

5

5

5

===
−

=−=−=

===
−

=−=−=

===

×

×−
=

−
−=−=







 −

=
−

=−=−=

−−−

−−−−

−−−−

−−

v

v

v

v

zxzxd

zyzyd

yxd

v

yxyxdyx p
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2.3.2 Öppna och slutna bollar 
Om vi nu istället för trianglar tittar på bollar kommer vi att se att även dessa är lite annorlunda 
i det ultrametriska rummet. 
 
Definition 2.3.2.1 

( ) ( ){ } { }

( ) ( ){ } { }.:,:,

:boll Sluten

.:,:,

:boll Öppen

(radie).  (centrum), Låt 

. oppabsolutbelett  med kropp en vara Låt 

raxFxraxdFxraB

raxFxraxdFxraB

RrFa

F

≤−∈=≤∈=

<−∈=<∈=

∈∈ +

 

Detta är standarddefinitioner för alla metriska rum. 
 
Egenskaper för ett icke-arkimediskt absolutbelopp. 

bollen.den  icenter är  boll,öppen en  ipunkter  alla dvs.

),(),(är så),( Om) rbBraBraBbi =∈
 

Bevis 

{ }

{ }

VSB).,(),(  :Slutsats

).,(),(Alltså 

).,(så

så  ,max

att säger  egenskapena arkimedisk-icke Den

.är då  ),,(istället  nuLåt 

).,(),(Alltså 

).,(så

,max

att säger  egenskapena arkimedisk-icke Den

.är då  ),,(punkt  annan en nu Tag

.är då  ),,(att  Antag

rbBraB

raBrbB

raBxrax

rabbxax

rbxrbBx

rbBraB

rbBxrbx

rabaxbx

raxraBx

rabraBb

=

⊂

∈<−

<−−≤−

<−∈

⊂

∈<−

<−−≤−

<−∈

<−∈
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bollen.den  icenter är  boll,sluten en  ipunkter  alla dvs.

),(),(är så),( Om) rbBraBraBbii =∈
 

Bevis 

{ }

{ }

VSB).,(),(  :Slutsats

).,(),(Alltså 

).,(så

så  ,max

att säger  egenskapena arkimedisk-icke Den

.är då  ),,(istället  nuLåt 

).,(),(Alltså 

).,(så

,max

att säger  egenskapena arkimedisk-icke Den

.är då  ),,(punkt annan en nu Tag

.är då  ),,(att  Antag

rbBraB

raBrbB

raBxrax

rabbxax

rbxrbBx

rbBraB

rbBxrbx

rabaxbx

raxraBx

rabraBb

=

⊂

∈≤−

≤−−≤−

≤−∈

⊂

∈≤−

≤−−≤−

≤−∈

≤−∈

 

 
sluten. och öppen bådeär  ),( bollenöppna  Den) raBiii  

Bevis 

{ } { }

VSBsluten.  vara),( måste så ),(

 tillhör ),( i narandpukter alla Eftersom

).,(  Alltså

.,max,max

ger egenskapen aarkimedisk-ickeDen 

.och

),(),(ettexisterar därför 

0),(),(

ärrandpunkt en är   Eftersom

).,(bollen  öppnaden  betraktaoch  0att  så ett nu  tag

),,( avranden  på ett  Tag

raBraB

raB

raBx

rrsayyxax

rsxyray

sxBraBy

sxBraB

x

sxBrss

raBx

∈

=<−−≤−

<<−<−

∩∈

/≠∩

<<
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öppen. och sluten både ),( bollenslutna  denär så  0 Om) raBriv ≠  
Bevis 

{ } { }

sluten.och öppen  bådeär  ),( dvs

),,(),(att  visat har vi Alltså

).,(   Alltså

.,max,max

attsäger  egenskapen aarkimedisk-ickeDen 

.är  då ),,(ett nu  tag

),,(bollen  öppnaden  betraktaoch  0att  så ett  Tag

.är  då ),,(  att  Antag

raB

raBsxB

raBy

rrsaxxyay

sxysxBy

sxBrss

raxraBx

⊆

∈

=≤−−≤−

<−∈

<<

≤−∈

 

 varandra.i inneslutnaeller åt skilda  antingenär bollar öppna  två Dvs.

),(),(eller),(),(

omendast  och om  0),(),(så 

,och, Om)

sbBraBsbBraB

sbBraB

RsrFbav

⊃⊂

/≠∩

∈∈ +

 

),(),(),(),(

att ) från Då vet vi

),(),(ettexisterar 

så är tom ej skärningen om

att  Antag

Bevis

sbBscBrcBraB

i

sbBraBc

sr

=⊂=

∩∈

≤

 

 

).och  ) Se

Bevis

 varandra.i inneslutnaeller åt  skildaantingen är bollar  slutna  tvådvs.

),(),(),(),(

omm  0),(),( så

,, Om)

iiv

sbBraBsbBraB

sbBraB

RsrochFbavi

⊃∨⊂

≠∩

∈∈ +

 

 
 
Exempel som beskriver olika bollar för p-adiska absolutbelopp på Q. 

( )

.|,,:)1,0(Alltså

.|01

att   vet Vi

0runt  1 radie boll sluten;.1,,::)1,0(

)(









/∈=

/⇔≥⇔≤

=













≤∈=

−

bpZba
b

a
B

bpbavba

p
b

a

b

a
Zba

b

a
B

pp

bav

p

p

p
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.|,,:)1,3(Alltså

.|
3

3

|0313  får viDå 

3runt  1 radie boll sluten;.1,,::)1,3(









/∈=

/
−

=−

/⇔≥







−⇔≤−













≤∈=

bpZba
b

a
B

bp
b

ba

b

a

bp
b

a
v

b

a

b

a
Zba

b

a
B

p

p

p

 

 

( )

( )

).(mod33|1Låt 

boll?denna  tillhör heltalVilka 

.3| och |,,:)1,3(Alltså

.3| och |
3

3

|0313  får viDå 

3runt  1 radie boll öppen;.13,,::)1,3(

paapb

bapbpZba
b

a
B

bapbp
b

ba

b

a

bp
b

a
v

b

a

b

a
Zba

b

a
B

p

p

p

≡⇒−⇒=









−/∈=

−/
−

=−

/⇔>







−⇔<−













<−∈=

 

 
Exempel 

disjunkt. var unionen måsteså   meddelbar är  enexakt  Eftersom

1.radie och center)1,( bollenöppna  den i ligger då 

1

så  | om Men

gör. ej  vilket ,| skulledå  ochdessa två  mellan skillnadendela   måsteså   modulo

kongurent  vara skulle2st  om och heltalst  är det  ty  meddelbar är dessa  av enexakt 

)1(,2,,Betrakta 

.|där   babråk alla är  bollenslutna  Den

).1,1()1,2()1,1()1,0()1,0(

bollaröppna  av uniondisjunkt  en som skrivas kan )1,0(

p

iiBba

b

iba
i

b

a

ibap

pbppp

pp

bpababaa

bp

pBBBBB

B

==

<
−

=−

−

−−−−

/

−∪∪∪∪=

K

K
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Exempel 

svaren.jämföra  sedan ochbollar alla ut räkna enkelt helt  får videtta att visa För 

).51,1()21,1()1,1(är då 

,på oppet absolutbeladiska -5det  tar  viOm

BBB

Q

==  

 

).5(mod1attger  vilket 1|5är då  1Låt  

.|5,1,,::)1,1(Alltså

.|5  men  |5 1

|5 om 0111  får viDå 

1runt  1 radie boll Öppen;.11,,::)1,1(

5

5
5

5

≡−=









/<∈=

−/
−

=−

/>







−⇔<−







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a
B
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a
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a
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).5(mod1attger  vilket 22|5är då  1Låt  

.|5,21,,::
2

1
,1Alltså

.22|5  men  |5
22

|5 om 0
22

1
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211  får viDå 

1runt  
2

1
 radie boll Öppen;.21,,::
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1
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

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/<∈=

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
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−
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
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−
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
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


<∈=







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b
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B
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).5(mod1attger  vilket 55|5är då  1Låt  

.|5,51,,::
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1
,1Alltså

.55|5  men  |5
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|5 om 0
55

1
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5
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...,251,51,1,5,25...,Alltså

.ndär  5för  värden antakan endast oppet absolutbel

 adiska-5det att  påberor   51och   21  1,för   sammadet blir svaret Att 

n
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≤<<
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3. P-adiska tal 
Vi ska i detta kapitel definiera absolutbelopp på Q samt redogöra lite kort för Qp och Zp samt 
med hjälp av Hensels lemma visa hur lätt det är att se om ett polynom har rötter i Zp. 
 

3.1 Absolutbelopp på Q 
Definition 3.1.1 

Två absolutbelopp 
21

och  på en kropp F kallas ekvivalenta om de definierar samma 

topologi på F, alltså varje mängd som är öppen med hänsyn till den ena är även öppen med 
hänsyn till andra.  
 
Definition 3.1.2 

oppet.absolutbela det vanlig som  definierar Vi
∞

 

 
Sats 3.1.3 (Ostrowski 1893-1986) 

Varje icke-trivialt absolutbelopp på Q är ekvivalent med ett av absolutbeloppen 
p
, där p är 

ett primtal eller ∞=p . 
Bevis: 
Se p-adic numbers, Fernando Q. Gouvea. 
 
 
Produktformeln 3.1.4 










×××=

==

=≠=

×××±=

∞∞≤

=

∈

∞

−

∞≤

∏

k

i

i

k

a

k

aa

a

ip

iq

a

k

aa

p
p

pppx

kipx

kipqx

pppx

x

Qp

x

Qx

...

...,,2,1

...,,2,1 om1

  får vidå 

...

soma faktoriser kan  visom heltal,ett  vara Låt 

Bevis

. primtalet"" inklusive på  primtalalla  tar att viinnebär  

1

att har vi  alla För 

21

21

21

21

 

.1
1

1

 får vidå 

0, dvs  tal,rationelltett  vara Låt 

===

≠∈=

∏
∏

∏
∞≤ p

p

p p b

a

b

a

bZbabaxx
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Exempel 

.1
7

50
1...117

5

1
1

2

1
Alltså  

1 denästkommanalla ;.1

1

7

51

1

)att  komihåg(212 medbörjar  Vi

.750  har viDå 

7

50

3

3

2

13

11

3

7

2

5

3

)(

2

3

3

=××××××××=

==

=

=

=

=

===

=

−
=

∏
∞≤

−

∞

p
p

p

xv

p

x

x

x

x

x

x

pxxp

x

x

p

 

 
Notera att om c inte är ett primtal utan endast ett positivt heltal större än 1 som vi använde oss 
av tidigare i sats 2.1.7 sidan 23 så skulle inte produktformeln gälla. 
 
 

3.2 Komplettering 
Vi ska nu definiera Qp men för att göra detta måste vi först definiera följande: 
(För en utförligare definiering av Qp se boken p-adic numbers kapitel 3.2, har här endast 
presenterat de viktigaste definitionerna.) 
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( ) ( ){ }

ring. kommutativ enär  att gör vilket 

)())((

)()()(

som definieras tionmultiplika och Addition

  tillhänsyn med följdCauchy  enär   :)(

: ielement  avföljder Cauchy alla  av mängden ,) och poängtera   vill viom )(

(eller  definierar Vi .på  oppabsolutbelt arkimedisk-ickeett  vara Låt 

C

yxyx

yxyx

xxQCC

QQpQC

CQ

nnnn

nnnn

pnnp

p

p

=

+=+

==

=

 

 
Definition 3.2.2 
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Definition 3.2.3 
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(Bevis se Abstrakt algebra sats 14.33 sidan 320) 
 

Definition 3.2.4 
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Sats 3.2.5 
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Bevis 
Se p-adic numbers, Fernando Q. Gouvea. 
 
 
Sats 3.2.6 
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Om vi fortsätter med att utforska kroppen Qp så ser vi att. 
Lemma 3.2.7 

.att  så )( heltalett det  finns så 0 , allaFör 
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Eftersom Qp är en kropp med en icke-arkimedisk valuation så ger det oss följande 
valuationsring. 
 
Definition 3.2.8 
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3.3 Hensels lemma 
Med hjälp av Hensels lemma kan man ganska lätt bestämma om ett polynom har rötter i Zp 
och i så fall vilka de är. 
Hensels lemma bygger på Newton-Raphsons metoden för att lösa ekvationer.  
 
Newton-Raphsons metoden är en numerisk metod för att hitta en rot till en ekvation F(x)=0. 

( )
( )n

n

nn
xF

xF
xx

′
−=+1  

 
Då den p-adiska analysen på många sätt är lättare än den reella analysen så visar Hensels 
lemma ganska lätt om ett polynomen har rötter i Zp. 
 
Hensels lemma 3.3.1 
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Bevis 
Se p-adic numbers, Fernando Q. Gouvea. 
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Exempel 
För att undvika jobbet med att hitta inverser till tal så tar vi ett exempel som vi redan har 
räknat ut. 
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Om vi nu använder oss av Newton-Raphsons metoden så får vi 
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Kvadratisk reciprocitet 

Med hjälp av kvadratisk reciprocitet kan man ganska lätt se för vilka p i Zp en kvadratisk 
ekvation har lösningar. Då måste vi först titta på Legendresymbolen. 
 

Def 3.3.2 Legendresymbol (Taget från Wikipedia) 
Legendresymbolen definieras som följer: 
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Def 3.3.3 Kvadratisk reciprocitet (Gauss)  (Taget från Wikipedia) 
Om både p och q är två olika udda primtal så är 
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Exempel 
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