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Sammanfattning

De p-adiska talen vars fraimsta anvindningsomrade ligger inom talteorin beskrevs forst av den
tyske matematikern Kurt Hensel 1897.

For varje primtal p, sa utvidgas talsystemet Q av rationella tal till ett storre talsystem som
betecknas Q,, de si kallade p-adiska talen.

En annorlunda valuation av rationella tal ger ett sa kallat icke-arkimediskt absolutbelopp samt
en annan metrik 4n den vi dr vana vid, en ultrametrik. Vilket gor att kroppen av p-adiska tal
O, far en annorlunda topologi.

Ett icke-arkimediskt absolutbelopp har samma egenskaper som ett vanligt arkimediskt

absolutbelopp, samt en extra egenskap niamligen |x + y| < maxﬂx y|}

Avslutningsvis anvénder vi oss av Hensels lemma, vilken bygger pa Newton-Raphsons
metoden for att 16sa ekvationer, for att bestimma om ett polynom har rotter i Z, och i sa fall
vilka de dr. Da den p-adiska analysen pa manga sitt dr littare @n den reella analysen sa visar
Hensels lemma ganska létt om ett polynomen har rétter i Z,.
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1. Inledning

1.1 Bakgrund

Den hir uppsatsen ir en introduktion till p-adiska tal. Jag har foljt de tre forsta kapitlen i
boken p-adic numbers, av Fernando Q. Gouvea. Alla definitioner och satser dr tagna ifran
denna bok, samt vissa bevis.

Mitt upplidgg har varit att folja boken och svara pa utvalda problem. En del dr presenterade
som exempel, andra som bevis for satser och lemman och en del exempel dr
egenkomponerade.

1.2 Introduktion

De p-adiska talen beskrevs forst av den tyske matematikern Kurt Hensel 1897.
Det p-adiska talsystemet fraimsta anvindningsomrade ligger inom talteorin dir det ger ett
alternativt sitt att rdkna.

I den vanliga matematiken med reella tal sa har vi tal med ett odndligt antal decimaler t.ex.
1/3, som med ett oéndligt antal decimaler skrivs som 0,33333....

Tva tal som skiljer sig at pa den 10:e decimalen dr ungefir lika, tva tal som skiljer sig at pa
den 20:e decimalen dr &n mer lika dn de foregaende tva.

Desto storre negativ 10 potens desto mindre dr differensen.

Ett 10-adiskt tal har en liknande utveckling men med den skillnaden att differensen mellan tva
tal &r mindre om de skiljer sig at med en stor positiv 10 potens, alltsa 2222 dr néra 3222, men
222222 dr dn ndrmre 322222.

Men de 10-adiska talen har en nackdel, det finns ndmligen par av tal skilda fran noll vars
produkt blir noll. Men de 10-adiska talen dr en ring med nolldelare. Detta problem undviks
dock genom att anvinda primtal som bas istéllet for 10.

Om p &r ett primtal, sa kan alla positiva heltal skrivas i en utveckling i basen p pa formen

3 ap 0<a <p-l.
> ap . <p

i=0

T.ex. 35 bindirt &r 1x2° +0X2* +0x 2 +0x2? x1x 2" +1x2° vilket skrivs som 100011,.

Utvecklingen i basen p visar om m &r delbart med p och i sa fall i vilken grad,
t.ex. utveckla 75 i basen 3 ger:

75=0+1x3+2x3% +2x3’, vilket visar att 75 ir delbart med 3, men ej med hogre potenser.

Nar vi nu ska gé vidare till rationella tal sa betraktar vi formella serier Z a,p' istillet for
i=0

dndliga summor.

Vi betraktar forst det rationella talet
a=2 p # 0. Om vi betraktar fallet p | b da kan vi uttrycka a som

a=n+ad n=heltal,— 1< a <0.

Lemmat nedan kommer att anvéndas for att utveckla ett rationellt tal i basen p.



Lemma 1.2.1
Taga=a/bdirplb, —b<a<0 ocha,b ir heltal.

D4 finns heltal x och a”s4 att

’

%=x+p% med—b<a’ <0 ochO<x<p—1.

Bevis.

Vi vill ha a=bx+ pa’

da dr a—bx=pa’,s& pla—bx
vilket kan utryckas som a—bx=0 (mod p)
a =bx (mod p).

Det existerar ett unikt x € {O, L..,p— l}sﬁ atta=bx (modp)ty plb.
Sitt o=

4
daar =29

4

g4 Zhobx _xml S Tpy o, VSB.
p p p p

Upprepad tillampning av lemmat ger oss det rationella talet utvecklat i basen p, vilket ser ut
pa foljande sitt.

Om —1<%<000hp,lb

sa dr %:x0+pa—b° med—-b<a, <0 och0<x,<p-1.
a4 a4,
7:xl+p; med—b<a, <0 och0O<x <p-1.
4, a,
?:x2+p7 med-b<a, <0 och0<x, <p-1.

OsV. pa samma sitt.

Vilket ger att %:xo +pa—b°:x0+p()c1 +p%j=xo+pxl +pz()c2 +p%)=...



Exempel
Det rationella talet 1/7 utvecklat i basen 3.

Vi blir hér tvungna att gora ett forberedande steg, for att % ¢ [-1,0]

114322 22c-10]

7 7 7

Vikan nu anvéinda oss av Lemma 1.2.1som ger
__2:1+3__3 %

7 7

30432t

7 7

LI kg ; tillbaka till *

7 7

Alltsa %:3°+3+0><32+33+34+0><35+36+...=1+3+33+34+36+...

For rationella tal x = %, sa kan man alltsa for alla primtal p rent formellt utrycka det pa formen

x=2= Zanp”.DetgéillerattnO 20 omm p|b och n,>0 omm p | boch pla (antag att

n2n,

a/b dr forkortat sa 1angt som mojligt).

Vi kallar detta den p-adiska utvecklingen av x
dvs. x = Zanp” 0<a,<p-1.

nzn

Nu vill vi kunna rikna med sadana serier. Vi kommer att rikna formellt med addition och
multiplikation. Det &r naturligtvis inte sjilvklart att detta kommer att fungera, senare i
uppsatsen kommer det dock att visa sig vara mojligt.

Nir vi raknar med dessa serier sa visar det sig att vi far en kropp,

denna kropp far beteckningen Q, och kallas kroppen av p-adiska tal.

Funktionen x > p — adisk utveckling av x ger en inbdddning Q — Q.



Lemma 1.2.2
Alla rationella tal har en periodisk p-adisk utveckling och omvint giller det att en periodisk p-
adisk utveckling ger ett rationellt tal.

Bevis
Vi visar forst att en periodisk p - adisk utveckling ger ett rationellt tal.

Lat x vara en p - adisk utveckling med perioden n :
x=a,+a,p+..+a, p"" +a,p" +a,p"..

om vi multiplicerar med p" far vi

p'x=a,p" +ap"™ +..
x—p'x=a,+ap+..+a, p"’
_a,tap+..+a,_p"

= — .

Alltsa x dr ett rationellt tal.

vilket ger X

Vi ska nu visa att rationella tal har en periodisk p - adisk utveckling.

. a . N ..
Om det rationella talet 2 3 [— 1, O] dr vi tvungna att anvénda oss av ett forberedande steg

a a, a,
—=xy+p— —1<—<0o0ch0<x,<p-1.
p 0 pb b o=P
D4 ar %:xﬁ—p% 0<x,<p-1
%:xz+pa?2 0<x,<p-1
OSsV.

a a() a, 2 a,
PR et R B R A e R A N A

a; - . o
Eftersom—1< ;’ <0sadr—-b<a, <0sa kommerett g, att vara det samma som ett tidigare a,

efter hogst b — 1 ganger.
Alltsd har det rationella talet a/b en periodisk p - adisk utveckling. VSB.



Exempel
Tag det rationella talet 1/5 och 1at p = 3, da har vi att

l:1+__4

5 5

__4:1+3__3 -
5

R
5 5

:l:1+3:2
5

“2 _ 5374 - tillbaka till *
5 5

=1+1+0p+p>+2p° +p* +..=

| =

=2+p +2p’+pt+...

é:2+32+2X33+34+36+2><37+38+3‘°+2x3”+312+...

period period period

Alltsé det rationella talet 1/5 har en 3 - adisk period pa 3.

Om det p - adiska talet &r

x=a,p" +a,p™ +a,p""” +a,p"t +... = Za”p”.

Vad drda —x ?

Lat b, =p-1-a, forallan>n,

ochsitt y=b, +bp+b,p° +...= Z(p—l—an)p".

Difirviatt x+y=Y (p-1)p" =D p"™"' =) p"=-p"”

vilketgeratt x+y+p™ =0

alltsa dr —x=p"+y

dvs. —x=p™ + Z(p—l—an)p".

Exempel

1=>a,p"=1+0p° +0p' +0p* + ... (n, =0)
n=0

sa

—1=1+> (p-1-a,)p" =1+(p-2)p° +(p-1)p' +(p-1)p* +...
n=0

=(p-D+(p-Dp+(p-1)p

S



1.3 Kongruenser modulo p"

Om vi nu tittar pa kongruensekvationer modulo p" s kommer vi att se att de paminner om de
p-adiska tal vi redan gjort.

De littaste kongruensekvationerna dr givetvis de som har 16sning i Q (rationella 16sningar),
som de 3 foljande exemplen visar.

Exempel:
Vivilllosa x> =16 (mod3") med0<x, <3™

pa sa sitt att varje 16sning X, =x, (mod3").

n+l

Ekvationen x* = 16 har 16sningen x = 4,

n—1

men vi vill att x, € [0, D ]Vilket gor att vi far arbeta lite med 16sningarna.
Vi tittar forst pa fallet x = 4.
Da far vi x =1 (mod 3)

x,=4=1+3 (mod9)

x,=4=1+3 (mod27)

OSV.

Sedan pa fallet x = —4.

Da far vi x, =2 (mod 3)
X, =5=2+3 (mod9)
X, =23=2+3+2x%9 (mod 27)

x,=77=2+3+2%x9+2x27(mod81)

OSV.

Alltsa den 3 - adiska utvecklingen av :
x=4=14+1x3
x=—4=2+1x3+2x3*+2x3" +...

Definition 1.3.1
Lat p vara ett primtal. Da sdger vi att en f6ljd av heltal x,, x,, x,, ...sddanatt 0 < x, < p" —1

for alla n dr koherent om det for alla n > 1 géller att :

er—l = xn (mOd p")
Eftersom p ér ett primtal kan vi séga att foljden &r p-adiskt koherent.

Sambandet mellan formella serier och koherenta foljder inses genom att trunkera den formella
serien for att fa den koherenta foljden. For att ga ifran en koherent f6ljd till en formell serie
behover man endast utveckla x,, vilket sedan ger x.

Eftersom det dr enklare att hantera koherenta foljder &n serier kommer vi i fortsdttningen att
gora detta.



Exempel
Vivilllgsa x,” =49 (mod5")  dia0<x, <p" -l
Pa sa sitt att varje 1osning x,,, =x, (mod p").

Ekvationen x> = 49 har 16sningen x = *7.

Vi tittar forst pa fallet x =7. Il
Da far vi x, =2 (mod 5) =

x, =7 =2+1x5(mod 25).

2

Sedan pa fallet x = —7.
Da far vi x, = 3(mod 5)

x, =18 =3+3x5(mod 25) 3

x, =118 =3+3x5+4x25(mod 125). —
Alltsa den 5 - adiska utvecklingen av : 118

x=T7=2+1X%5
x=—T7=3+3x5+4%x5*+...

Om vi tar p=2 sa blir det hela lite svarare, for "tradet” av 16sningar i modulo 2 dr mycket
mera komplext, det kommer nidmligen att finnas 16sningar i modulo 2" som ej gér att "lyfta”
till modulo 2™,

Exempel

Viskalssa x> =81 (mod 2“) da0<x, <p"-1 «x,,=x, (modp").
81=1 (mod?2)

omyx,’ =1 (mod2) s ir

x, =1 (mod?2).

Nér vi nu har hittat x; s kan vi anvédnda oss av
w1 =X, Hk2" (mod 2”“) 0<k<2.

Vi kan anvinda oss av formeln for att prova oss fram till 16sningar, problemet som uppstar

X

4r att det kommer att finnas 16sningar i (mod 2") som ej gér att lyfta till (mod 2").

Alltsadrx, = x, +k2 (mod2™) n=1 0<k<2,

vilket ger oss tva mdjliga 16sningar: x, =1, 3 (mod4).

Di  8l1=1 (mod4)

sa maste x22 =1 (mod 4)och detta uppfylls for bada x, =1, 3.



Nista steg ar x; = x, + k2" (mod 2"“) n=2 0<k<2,
vilket ger oss tva mojliga 16sningar da x, =1:1és x =15 (mod8)
och for x,=3:fas x,=3,7 (mod8).

Da81=1 (mod8) samastex,” =1 (mod8)och detta uppfyllsda x, =1,5,3,7.

Dadrx, =x, +k2" (mod2™) n=2 0<k<2.

Niar  x; =1 gerdetosstva mojligalosningar for x, =1,9 (mod16).

Niar  x, =5 gerdetosstva mojliga losningar for x, =5, 13 (mod16).
x,=3 x, =311  (mod16).
Xy =17 x,=7,15  (mod16).

Da 81=1 (mod16) si miste x,” =1 (mod16)och detta uppfyllsda x, =1,9, 7, 15.
Alltsa kunde viinte lyfta x; =5, 3 till x, foratt 5,13, 3,11# 1 (mod 16).

Om vi fortsdtter pa samma sétt sa far vi.
(Overstruket innebir att xn2 #81 (mod2"))

81=1 (mod2) x’ = x, =1

81=1 (mod4) x, =1 x, =13

81=1 (mod8) X, = x,=1,5,3,7

81=1 (mod16) x, =1 x,=1,9,513,3,11,7,15
81=17(mod32) xg =17 xs =1,16,9, 25,7, 23,15, 3t

81=17(mod 64) x, =17
81=81(mod128) x,” =81

x, =9, 41,25,57,7,39, 23,55
x; =9,73, 41,105, 23, 87, 55,119

Vilket kan sammanfattas som ett trad.

9 ——
] 9
i 9 73]
] g ]
—— .
[ ]
[ 3 | [ 7 ]
3 7 5]
7 23 [ 55 |
15 55
— 119 —
—




Om det for en given 16sning x, alltid existerar en unik 16sning x,,, som uppfyller

X, =X, (mod p" )sé’l ar foljden av 1osningar oédndlig.

Nista exempel har inga rationella rotter men 16sning i (mod 7") existerar.

Exempel

Viskalosa  x,” =2 (m0d7” )sé att0<x, < p"—lochx,, =x, (modp")
Dan=1: Sairx, =3ellerx, =-3=4 (mod7).

n=2:

Latx, =3+7k:

(B+7k)’ =2 (mod49)

9+2x3kxT+7*k*=2 (mod 49) 7%k =0 (mod49)
7+6kx7=0 (mod49) dividera nu med 7

1+6k=0 (mod7)

6k =6 (mod7)

k=1

Alltsa x, =10ellerx, =—10=39 (mod49).

n=3:

Latx, =10+7k:

(10+7°k) =2 (mod7°) ;7% =343
98+2x10kx7>=0 (mod7®)  dividera nu med 7>
2+2x10k=0 (mod7)

2 =—-6k (mod7)

k=2

Alltsé x, =108 ellerx, =—108=235 (mod7?)

n=4:

Latx, =108+ 7k :

(108+7°k) =2 (mod7*) ;7% =2401
11662+2x108kx7° =0  (mod7*)  dividera nu med 7
6+6k =0 (mod7)

k=6

Alltsd x, = 2166ellerx, =—2166 =235 (mod7*)

11



n=>5:

Lat x, =2166+ 7%k :
(2166+7*k) =2
2401+ 4332k x7* =0
1+6k=0

k=1

(mod7°)
(mod 7’ )

(mod7)

Alltsd x5 = 4567 eller x; = —4567 =12240.

Vi ska nu visa att varje 16sning hela tiden kommer att generera en ny unik 16sning, alltsa &r

foljden av 16sningar oédndlig.

;7° =16807

dividera nu med 7*

4567

2166

108

10

39

235

235

12240

12



Sats 1.3.1
Omme Zoch x>=m (mod p)har 16sning samt p # 2 och plm,

sa ar det mojligt att utvidga 16sningen till en kongruent f6ljd av 16sningar av

x,’=m (modp") in=12,...

n

Bevis
For n = 1 har vien 16sning x;, till xlz =m (mod p)enligt forutsittningarna.
Antag nu att xn2 =m (modp").

Da ska nista 10sning x,,, uppfylla

X, =x, +kp" 0<k<p
och (x,,) =m (mod p™*')
da fas (xn + kp" )2 =m (mod p”“)

x> +2x kp" +k’p” =m  (modp™) k*p> =0 (mod p™)
Alltsd dr x,” +2x kp" =m (mod p™)

2x kp" =m-x,’ (mod p”“)

Eftersom x,” =m (mod p") sa finns det ett heltal /
saatt 2x kp" =Ip"
Dividera nu med p”
2x k=1 (mod p).
Da2x, #0 (mod p)sa finnsett uniktk € [0, p —1]som16ser 2x,k =1 (mod p)
och ddrmed har vi funnit ett unikt x,,, sa att
x,,,.=m (modp")ochx, =x, (modp")

n+

Da p=2 medfor det lite problem eftersom man far
x> +2x k2" =m (mod2"")
=

vilket blir x’=m (mod2™")

n

Alltsa kommer k ej att vara unikt. Det kommer antingen att fungera for alla & eller inget.
n+1
).

Det intriffar ibland att det finns 16sningar (mod p") som ej gar att ’lyfta” till (mod p

Nedan foljer ett exempel pa hur det kan se ut da p=2.

13



Exempel

Viskanulosax,” =17 (mod2") di0<x, <2"-1 X, =x, (mod2").
n=1 (mod2) 1

n=2 (mod4) 1,3

n=3 (mod8) 1,5,3,7

n=4 (modl6) 1,9,5,13,3,11,7,15

n=5 (mod32) 1,17,9,25,7,23,15,31

n=6 (mod64) 9,41,25,57,%,39,23,55

1 [ 7 1]

5 | 23
——
3| 9

5]

Som ett tidigare exempel visade sa finns det 16sningar (mod p") som ej ir rationella 16sningar,
pa samma sitt finns det 16sningar for ekvationer som saknar 16sning i Q, i kroppen Q,.
Alltsa dr vissa p-adiska tal inte (utvecklade fran) rationella tal.

Vi ska nu visa att alla p-adiska tal inte &r utvecklade ifran rationella tal.
For enkelhetens skull tar vip > 7.

Om m (ej delbart med p) ér ett heltal sa vet vi fran Sats 1.3.1 att varje heltalslosning x till kongruensen
x*=m (mod p) geren 16sning dd x e Q, till x> =m.

Vi kan nu titta pd den dndliga kroppen F,.

*

Det giller att |F,

Fp* =Z/(p-DZ ;Z,, cyklisk jamn (p # 2) grupp

14



Isomorfin har egenskapen att de jimna elementen i Z,; motsvarar de m (0<m<p-1) som &r

sddana att x> =m (mod p) har en 16sning.

. -1 o .
Alltsa finns det £ : 57 m sadana att kongurensen x> =m (mod p) har en 16sning.

Déremot finns endast \_1/ p- 1J: st m(0<m< p—1)sadana att x> = m har 16sning x € Q.

Nu ar p2—1 > \_ p—lJ for p =27,

s det finns fler m som har 16sning till x> = m (mod p) 4n som har rationell 16sning till x* = m.
Nir vi har hittat ett m som inte dr en kvadrat (rationell 16sning) men som har 16sning

x, =m (mod p) sé kan vi med hjilp av Sats 1.3.1 konstruera en koherent f6ljd (ett p-adiskt
tal), alltsd en 16sning xe Q, till x> =m, men vihar valt m s3 att x> = mejhar 16sning i Q.
Vissa p-adiska tal dr saledes inte (utvecklade fran) rationella tal. Detta foljer ocksa av att
rationella tal har periodisk p-adisk utveckling (Lemma 1.2.1).

Vi ser nedan ir att for p=3 och 5 s finns det lika manga m (O<m<p-1) sé att ekvationen x’=m
har 16sning i Q, som i Q, men da p>5 sa finns det fler m som har 16sning i Q), dn i Q.

LosningariQ,,. Losningari Q.
p—1
— -1
2 W=
m=x’ m=x’
p=3 (mod3) 1=1> =27 =1 ;110sn 1 vardera
p=5 (mod5) 1=1*=4° 1=1° ;210sn 1 vardera
4=2%=37 4 =27
p=7 (mod7) 1=1"=6" 1=1° :316sniQ,,21Q
2532 :42 4:22
4=2°=5"

Att det finns fler 16sningar i Q,, dn i Q giller dven for fallen da p=2, 3, och 5, man maste bara
titta pa kongurenser modulo hdgre potenser av p.

Att 2 € Q, kan visas pa foljande sitt :

x12 =2 (mod7)

har I6sning x, =3eller 4 ity 3?=4*=2 (mod7).
Nir vi har hittat en 16sning for xl2 =2 (mod7),

sé siger Sats 1.3.1att det finns en Iosning for &> =2 i Q,.

Till en given ekvation kan man pa samma sitt se att for ett visst p sa existerar 16sning och for
ett annat p sa saknas 16sning.

15



Exempel

Vivisaratt x> +1=0 har 16sningi Q, men saknar 16sningi Q..

0s:

x+1=0  (mod5)

x’ =4 (mod?5) ger att x; = 2eller x, =3. Losning existerar.
0,:

x’+1=0  (mod7)

xlz =6 (mod 7) saknar 10sning x;,. Losning existerar ej.

Eftersom det for varje p existerar en ekvation dér det saknas 16sning i O, s kan man siga att:
Q, aldrig dr algebraiskt sluten.

Bevis
Betrakta ekvationen x> =m xe Q »
vi vill visa att det finns heltal m (0 < m < p) sa att denna ekvation saknar 16sning.
Eftersom det p - adiska talet ser ut pa foljande sitt
x=a,+ap+a,p’ +..
siger x’=m (mod p)
att ao2 =m (mod p).

Om detta saknar 16sning, s saknas dven 16sning iQ,,.

Exempel
Vi underséker om x” = 3 har 16sningi Q,

Genom att helt enkelt soka 16sning for xl2 =3 (mod>5)
vilket visar sig vara omojligt da I’=1 (mod5)

2% =

3 =

4% =

Alltsé saknas 16sning i Q..
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2. Forberedelser for att kunna rakna p-adiska tal

I det hir kapitlet kommer vi se att en annorlunda valuation av rationella tal ger ett sa kallat

icke-arkimediskt absolutbelopp samt en annan metrik dn den vi dr vana vid, en ultrametrik.

Huvudidén ir att introducera annorlunda funktioner for absolutbelopp pa kroppen av
rationella tal och sedan komplettera Q med avseende pa den uppkomna topologin.

Vi vill anvinda vart nya icke-arkimediska absolutbelopp for att pa ett alternativt sitt mita
’storleken” pa saker och ting.

Med vart nya absolutbelopp kommer vi att forsta pastaendet:

I kroppen Q3 sa ér avstandet mellan 1 och 2, storre dn avstandet mellan 1 och 100.

2.1 Absolutbelopp pa en kropp
Lat F vara en kropp och it R, ={xe R: x > 0}.

Vi borjar med att definiera vad ett absolutbelopp pa F ir.

Definition 2.1.1:
Ett absolutbelopp pa F ér en funktion

||: F >R,
som uppfyller foljande villkor :
i) |X|=00mmx:0
i) |xy|:|x||y| Vx,ye F
iii) |X+y|£|x|+|y| Vx,yeF
Vi kallar ett absolutbelopp pa F icke - arkimediskt om det dven uppfyller
y|} Vx,yeF

Annars dr absolutbeloppet arkimediskt.

iv) |X + y| < Maxﬂx

B

Det triviala absolutbeloppet.
Sitt[x| =1 om x #0och |0]=0.

Detta fungerar pa alla kroppar F och definierar ett icke-arkimediskt absolutbelopp som kallas

det triviala absolutbeloppet.

Andliga kroppar
For dndliga kroppar ir hela teorin trivial.

Pastaende:
Om F dr en dndlig kropp, sa dr det enda absolutbeloppet pa denna kropp det triviala
absolutbeloppet.
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Bevis:
|0| = 0enl. def.

I=1x1 = []=[1x]]

Eftersom |1| ar strikt positivt sa ar |1| =1.

Lat xe F x #0. Eftersom F ar dndlig och q &r antal elementi F.
Da dr x? = x (se boken Algebraiska strukturer), sa

|x|q = ‘x”‘ = |x| s |x| =1

Alltsa dr absolutbeloppet trivialt. VSB

Vi ska nu definiera funktionen v, som vi kommer att anvinda ofta i vara absolutbelopp.

Definition 2.1.2
Tag ett primtal p. Den p - adiska valuationen pa Z ér funktionen

v, Z- {0} — R som definieras pa foljande siitt.
Tagne Z,n#0,latv, (n) vara det unika positiva heltal som uppfyller

vl,(n) ’

n=p""n" pln

Viutvidgar v, till kroppen av rationella tal som foljer :
Omx=a/be Q (x #0)a,be Z sasitter vi
v,(x)=v,(a)=v,(b).

Innan vi visar att detta dr vildefinierat sa raknar vi nagra exempel.

Exempel
v, (400)

Eftersom 400 = 4x100 = 2% x10* =22 x2* x5 =2* x52 =5 x16
sA ir v,(400) =2

v (~400)

Eftersom —400 =5 x(-16)
s dr vs(=400)=2
v,(15)=0
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v, (180/3) = v,(60)
60=12x5
v,(180/3)=1

Alternativt raknar vi detta pa foljande sitt

v,(180/3)
180 =18%x2x5=36%5
3=5"x3

v,(180/3)=1-0=1

Lemma 2.1.3
Foralla x, ye Z giller:

v,(xy)=v,(x)+v,(y)

Bevis
Lat x, y vara heltal.

Lat  x=p“x'dir a=v,(x)och plx’
I _ ,
och y=p°ydir b=v, (y)och ply.
Dadr xy=p“xp’y =p“xy’ med p ) x'y’sa
vp(xy)zvp(p””’x'y')=a+b=vp(x)+vp(y). VSB

Sats 2.1.4
Om x e Q sé beror inte v, (x) pa representationen av kvoten for tva heltal,

alltsioma/b = c/d sadrv,(a)—v,(b) =v,(c)-v,(d).

Bevis :

Lita/b=c/d < ad=bc ;b,d #0

v, (ad)=v, (a)+v, (d) v,(bc)=v,(b)+v,(c).
Omad =bcsddrv,(ad)=v,(bc) s
vp(a)+vp(d):vp(b)+vp(c).

Alltsd v, (a)—v,(b)=v,(c)—v,(d). VSB

Exempel
27/3=36/4 &  27x4=3x36

v,(27x4)=v,(27)+v,(4)=3+0=3
v,(3%36)=v,(3)+v,(36)=1+2=3
Alltsa v,(27)-v,(3)=v,(36)-v,(4) & 3-1=2-0
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Den p - adiska valuationen for alla x € Q bestams av :

x= p"”(x) x% om p | ab.

Grundegenskaperna for den p-adiska valuationen v, dr som foljer.

Lemma 2.1.5
Foralla x, ye Q giller :

Do v, =v,(0)+v, ()
ll) Vp (x + y) > min{vp(x), vp(y)}

Bevis
Till att borja med later vix, y € Z.

’

Lat  x=p‘x a=v,(x) plx

och y=p'y  b=v,(y)  phy.
Antag atta < b.

i) Har visats tidigare (Lemma 2.1.3).

iy  Dadr x+y=px+p"y=p(x+p"y)
v, (x+y)=v, (" + YN =aty, (X +p ) 2 a
%/—/
20ty b2a

Alltsi v, (x+y) > minfy, (0, v, ()} VSB

Omnux=t/q och y=r/s t,q,r s€Z.
i) Da dr vp(xy):vp(tr/qs):vp(tr)—vp(qs):vp(t)+vp(r)—vp(q)—vp(s):
=, ()= v, (@) +v, () =v, () =v, (/@) +V, (r/$) =v,(X) +v, ().
Alltsa v, (xy)=v,(x)+v,(y). VSB

st+qr

ii) vp(x+y)=vp(£+£)=vp( )=v,(st+qr)—v, (gs) 2
q s

qs

> min{vp (s1), v, (qr}— v,(gs)= min{vp ()+v, (1), v,(@)+v, (r)}— v, (@) —v,(s)=
= min{vp O -v,(@,v,(r)-v, (s)}: min{vp t/q),v, (r/s)}:

=minfy, (0, v, (1)}

Alltsiv, (x+ y) > minfy, (), v, ()} VSB
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Exempel

v;(18x135) =v,(18)+v,(135) =2+3=5
18=3%x2

135=3’x5

Kontroll : 18 X135 = 2430

v,(2430) =5

2430 =3’ x10

v,(18+135) = v,(153) =2
153=3x17

v,(18)=2

v,(135)=3

Alltsa v,(153) = v,(18 +135) = 2 > min{v, (18), v,(135)}

Definition 2.1.6
Foralla x € Q definieras det p - adiska absolutbeloppet av x som
=, (x)

i =p

om x # 0, och vi later |0|p =0.

Exempel

35, v,(35) =1 35=7'%5

35, =77 =1/7

156/12|, v,(56)=1 v,(12) =12 56=7"x8 12=7"x12

56/12], =77 =77 =1/7

177553, v,(177553) =0
177553, =77 =1

13/686], v,(3)=0 v,(686) =3 1686 =7x98=7Tx7x14=7"x2
v,(3/686) = v,(3)—v,(686) =0—3 =3
3/686], =777 =7° =343

Notera vad det p-adiska absolutbeloppet egentligen gor, &r att pa ett ganska konstigt sétt mita
hur pass delbart talet x dr med p.

Nir x dr “mycket” delbart med p sa blir absolutbeloppet litet (
Nir x &r "lite” delbar med p sa blir absolutbeloppet stort.

99 99

-” i exponenten).
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Exempel

n

p

—0dan— oo
P

Detta beror pa att vi definierat det p - adiska absolubeloppet som

e

W, =p

som i detta fall blir

p'l = p_v"(pﬂ) =p" —>0dan— oo
P

Av det foljande exemplet kan man se att det 3-adiska avstandet mellan 1 och 2 ar lingre dn
det 3-adiska avstandet mellan 1 och 100.

Exempel
21, =]1, =1 1=3"x1
o-1, =19, =1/9 9=3"

100-1], =199, =[11x9|=1/9
1011, =[100], =1
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Sats 2.1.7
Man kan definiera ett icke - arkimediskt absolutbelopp pa Q,

forallace R, ¢ >1genom

-V, (x)

|x| =c x#0

0] =0.

Bevis

Lat x, y vararationellatal  x,y#0 (da x, y = O dr trivialt visas ej).

Vi behover visa att
|x + y| < maxﬂx|, |y|}

Vi har |x| =W |y| — W

v, (x+)

och |x+ y|:c

Enligt Lemma 2.1.5 har vi att

. 2 v, (x+y) —min{v,(x),V,(y)}
vp(x+y)2m1n{vp(x),vp(y)} sa ¢ ' <c A e

N R N ) B
da ¢ >c ! sa v, (x)<v,(y)

—v (x) :|

>

Antag att |x y

dvs. C—min{vpu). 0} _ x|.

Alltsa |x + y| < maxﬂx|, |y|}

Vi visar nu att villkor ii) i definition 2.1.1 &r uppfyllt med hjélp av Lemma 2.1.5.
Alltsa att |xy| = |x||y|

Enligt Lemma 2.1.5 har vi att

v,(xy)=v, (x)+v, (y)

vilket ger oss att

) _ C—(v,7<x>+v,,<y>)

|y = ¢t =¢ "™ = x|y VSB

Notera att c inte spelar nagon roll sa ldnge som det &r storre &@n 1.

Man viljer lampligen ¢ som primtalet p, for da kommer den viktiga produktformeln (som vi
kommer att visa ldngre fram) att gilla.
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2.2 Icke-arkimediskt absolutbelopp

Har kommer vi att titta lite pa basegenskaperna, samt att forklara den icke-arkimediska
egenskapen |x + y| < maxﬂx|,|y|}.

Lat F vara en kropp och | | ar ett icke-trivialt absolutbelopp pa F.

Lemma 2.2.1

For alla absolutbelopp | | pa alla kroppar F, giller :
i) =1.

ii) omxe F och|x" :1,s§1'ar|x|:1.

i) |-1]=1.

iv) forallaxe F, |— x| = |x|

V) om F dr en @ndlig kropp, sa ar | | trivialt.
Bevis

Do == =1

it) Eftersom |x”| =|x|" sd dr|x| =1 0m|x"| =1.

iii)  Sdttn=2,x=—1: Bnligtii) ir |(-1)’| =[] = lalltsa|- 1] =1
iv)  |-x=]-1

x| = ||
V) L4t q vara antal element i F di har vi x*”' =1d4 x # 0,

anvinder vi oss sedan av i) sa ser vi att |xq‘1| = lvilket ger att |x| =l alltsa | | ar trivialt.

Satsen som foljer ger ett nddvindigt och tillrickligt villkor for att ett absolutbelopp ska vara
icke-arkimediskt.
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Sats 2.2.2
Lat A c F varabildenav Zi F. Ett absolutbelopp| | pa F dr icke - arkimediskt omm

|a| <1forallaae A.

Speciellt dr ett absolutbelopp pa Q icke - arkimediskt omm |n| <1Vne Z

Bevis (Vi foljer hir boken p-adic numbers)
Eftersom |i 1| =1 alltid géller, kan vi siga att 0m| | ar icke - arkimediskt sa far vi

|a + 1| < max‘ﬂa , 1},

induktivt foljer att |a| <l1forallaae A

Vi vill nu visa att for alla x, y € F har vi

|x + y| < maxﬂx

’

£+1 Smax{x
y y

|x + 1| < maxﬂx|, 1} lat m vara ett positivt heltal

m m k < m m

RN

"<y ('ZJ MIE S 1" < (m+ 1y max,
k=0

k=0
Vi tar nu m: te roten ur pa bagge sidor och far

e +1] < gf(m + 1) max{l,

stora dessa ar.

, 1} vi behOver nu endast visa att

m

lx+1 <1sd

k my
|x| eftersom L ar ett heltal och

.

“

|x+1 X

x|} Denna olikhet giller for alla positiva heltal m oavsett hur

Nuidr lim&%m+1=1 sdom vilater m — oo far vi att |x + 1| < maxﬂx|, 1},

m—>co

vilket medfor att | | ar icke - arkimediskt.

y|} dela med | y| y # 0, (om y = 0sa dr pastaendet uppenbart) och vi far
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2.3 Topologi

Vi ska nu anvinda vart “nya” absolutbelopp till att médta avstand, vilket kommer att resultera i
nagot som kallas det ultrametriska rummet. I detta rum kommer vi att se att topologin ér lite
annorlunda &n den vi dr vana vid, bl.a. att en 6ppen mingd dven &r sluten och tviartom, samt
att den starkare alltid vinner!

Vi borjar dock med att definiera avstand.

Definition 2.3.1
Lat F vara en kropp och | | vara ett absolutbelopp pa F.

Vi definierar avstindet d(x, y) mellan tvd element x, ye F genom

d(x, y)= |x— y|.

d(x, y) har foljande egenskaper :

i) Vx, ye F, d(x,y)=0ochd(x, y)=0 omm x = y.
i) Vx, ye F, d(x, y)=d(y, x).

iii) Vx,v,ze€ F, d(x,z)<d(x, y)+d(y, 2).

) Avstdndet  d(x,y)=|x—y|>0didx#y

och d(x,y)= |x - y| =(0endastda x = y.
ii) d(x,y)=d(y,x) &
=y[=ly=a & pk-y=G-» & [x-)=}x-y

ii)  d(x,z)<d(x, y)+d(y, 2),
inses mha. triangelolikheten |x—z|=[x—y+y—z[<|[x—y|+|y—2|

2.3.1 Ultrametriskt rum

Vid en forsta anblick verkar vissa satser i det ultrametriska rummet vara ganska konstiga.
I detta rum anvinds en annan metrik @n den vanliga euklidiska, en sa kallad ultrametrik eller
dven kallad icke-arkimedisk metrik.

Det icke-arkimediska absolutbeloppet kan dven uttryckas som:

Lemma 2.3.1.1
Lat | | vara ett absolutbelopp pa kroppen F och definiera

d(x, y)=|x—y|
sa ar | | icke - arkimediskt om och endast om for alla x, y, ze F da
d(x, y) < max{d(x, z). d(z., y)}
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Bevis
Antag att d(x, y)< max{d(x, z), d(z, y)} da ar

|x— y| = d(x, y) < max{d(x, 0), d(y, 0)} maxﬂx—0|, |y —0|}: maxﬂx|, |y|}
Antag att | | dricke - arkimediskt
d(x, y) =] = =[x 2)+ (z = y)l < max{x— 2|, |c = y{} = max{d(x, 2). d(z, y)} ~ VSB

Notera att ett icke - arkimediskt absolutbelopp uppfyller |x + y| < maxﬂx|, | y|}, men om
|x| #* |y|, 1at oss anta att |x| > |y|

Da dr |x + y| < max‘ﬂx|, |y|}: |x| men

x=(x+y)-y sa |x| < maxﬂx + y|, |y|} da |x| > |y| sa mé’lste|x| < |x + y|.

Men fran den forsta olikheten har vi att

e+ ] <[]

olikheterna tillsammans blir da

|x + y| < |x| < |x + y| alltsa |x + y| = |x|

Slutsats : Om |x| # |y| sa dr |x + y| = maxﬂx|, |y|}

Vi ska nu se att operationerna addition, multiplikation och inversen pa kroppen F dr
kontinuerliga med avseende pa d(x, y).

1) Vi ska nu visa att addition &r en kontinuerlig funktion.
Tag x,, y, € F.Viska nu visa att for alla € > 0 sa existerar ett 6, > 0sa att om

d(x,x,)<0d,ochd(y, y,)<0,sadard(x+y,x,+y,) <&
Sitt §,: =¢/2.Daér

d(x+y, x0+y0):|(x+y)—(x0+y0)|:|x—x0+y—y0|S|x—xO|+|y—y0|S

E &
<0, +0,=—+—=¢.
2 2
ii) Vi ska nu visa att multiplikation &r en kontinuerlig funktion.

Tag x,, y, € F.Viska nu visa att for alla € > 0sa existerar ett §, > 0sa att om

d(x, x,)<9d,ochd(y, y,) <0, sadrd(xy, x,y,) <E.

Sitt 0, == min{,/e/Z, € } Da dr
Zi x0| + |y0|i

d(xy’ xo)’o):|xy_xo)’0| :|xy_x)’o + Xy, _xo}’o| :|x(y_}’0)+ }’O(X_xox <
S|)C| |y_ y0|+|y0| |x_x0| :|(x_xo)+xo| |y_ yo|+|yo| |x_x0| <

< |x— xo| |y - )’o| + |x0| |y - J’o| + |J’0| |x - x0| <6, 9, +|xo|5g +|)’o|5s =

=87+ (x| +[vo]) 6. <§+§=a
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i) Vi ska nu visa att invers dr en kontinuerlig funktion.
Tag x,, y, € F.Viska nu visa att for alla € > 0 sa existerar ett 6, > 0sa att om

d(x, x,) <0, sadrd(/x,1/x,)<e.

2
Sitt 0, = min{#, M} Da dr

2
1] fx =] Jr—x |x = x, | = x,
d(l/x,lx):‘———: R < < =
/%o XX, |xx0 | |x0||x| |X0||—|X—x0|+|x0|| |xo@
2 2
= |x-x |56, <e
o x|

I ett ultrametriskt rum é&r alla "trianglar” likbenta.
Lat x, y, z € detultrametriska rummet

dadr d(x, y)= |x— y|
d(y, z)=y-1
d(x, z)=|x-7

Om |x - y| * |y - z| da ar |x - z| lika med den storre av de tva,
dvs.|x—z|=maxﬂx—y|,|y—z|} da |x—y|¢|y—z|.

Man kan alltsa séga att " Den starkare vinner!"

Att ’den starkare alltid vinner” visas nedan, dvs. de tva liangsta sidorna &r alltid lika.
(Vi foljer hir boken p-adic numbers)

Lat v,(x)=n och v, (y)=m,

dadr x=p"x y=p"y plxy.

Alltsa |x| =p™ |y| =p".

Vi kan anta att |x| > | y| (annars byter vi x och y).

i) Fallet|x| > |y|
Dan<m, latm=n+¢, &>0,(¢heltal)vilketger att
x+y=pix 4 pmhy = pi+ pty)
Eftersom p | x"sd p | (x'+ pey')
vilket geratt v, (x+y) = n.
Alltsa |x+ y| =p"= |x|

28



ii) Fallet |x| = |}’|
Da n = m vilket ger att
x+y=p"(X+y)  plx eller y'men pkandela(x'+ y)sa
v, (x+y)=n= min{vp (x), V,,(y)}

Alltsa |x+ y| < maxﬂx }:|x| :|y|.

Y

’

Notera att i bagge fallen dr tvd av de tre absolutbeloppen [x|, |y, [x + y| lika
ifallet i)dr [x=|x+)  och

ifallet ii)&r |x| = | y|.

Aven exemplet nedan illustrerar att den starkare alltid vinner!

Exempel
Ge Q den 5-adiska topologin. Ta en triangel med hornen i
x=2/15
y=1/5 da dr dess sidor d(x,y), d(y,z) och d(x,z).
z="17/15
0 .. 2 1 -1 —v, (-1/15)
Avstandet mellan xoch yiar d(x, y)={x—y| =|———| =|— =5 "
yir d(x, y)=|x—), 573, " [55),
_ _ _ 0
v =2 ]=0-1=-1 Ty L=
15 15 3x5
vilket ger d(x, y)= 578 — 5700 = 5,
pa samma sétt blir d(y, Z) = |y — Z| = l _l = __4 = 5—vs(—4/15) — 5—(—1) =5
5 155 |15
och dx,z)=|x—7, = 270l st _ 502
> 15 155 | 3]s
Alltsa 2 sidor har langden 5 ; Den starkare vinner!

1sida har ldngden 1
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2.3.2 Oppna och slutna bollar

Om vi nu istdllet for trianglar tittar pa bollar kommer vi att se att dven dessa ar lite annorlunda
i det ultrametriska rummet.

Definition 2.3.2.1
Lat F vara en kropp med ett absolutbelopp| |

Létae F (centrum), r€ R, (radie).

Oppen boll :

B(a,r):{xe F: d(x,a)< rt= {xe F: |x—a| < r}
Sluten boll :

E(a,r):{xe F: d(x,a)S r}:{xe F: |x—a| < r}.
Detta dr standarddefinitioner for alla metriska rum.

Egenskaper for ett icke-arkimediskt absolutbelopp.
i) Ombe B(a,r) saar B(a,r)=B(b,r)

dvs. alla punkter i en 6ppen boll, dr center i den bollen.
Bevis

Antag attbe B(a,r),dadr |b - a| <r.

Tag nu en annan punkt x € B(a,r),da &r |x — a| <r.

Den icke - arkimediska egenskapen séger att

|x — b| < maxﬂx — a|, |b — a|}< r

|x—b <r sa xe B(b,r).

Alltsa B(a,r) < B(b,r).

Lat nu istillet x € B(b,r), da dr |x - b| <r.

Den icke - arkimediska egenskapen séger att
|x — a| < maxﬂx - b|, |b - a|}< r sa

|x—a| <r sa xe B(a,r).

Alltsa B(b,r) c B(a,r).

Slutsats: B(a,r)=B(b,r). VSB
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Bevis

iii)
Bevis

Ombe B(a,r) sddr B(a,r)=B(b,r)

dvs. alla punkter i en sluten boll, dr center i den bollen.

Antagatt be B(a,r),da ir |b - a| <r.

Tag nu en annan punkt xe B(a,r),dair |x - a| <r.

Den icke - arkimediska egenskapen séger att
lx—b| < max‘ﬂx —al,|p- a|}£ r

|x—b| <r s& xe B(b,r).

Alltsé B(a,r) c B(b,r).

LAt nu istillet x € B(b, r), d dr |x - b| <r
Den icke - arkimediska egenskapen séger att
|x - a| < maxﬂx - b|, |b - a|}£ r sa

|x—a| <r si xeB(a,r).

Alltsé B(b,r) < B(a,r).

Slutsats : B(a,r)=B(b,r). VSB

Den 6ppna bollen B(a, r) dr bade 6ppen och sluten.

Tag ett x pa randen av B(a,r),

tag nu ett s sa att 0 < s < r och betrakta den 6ppna bollen B(x, s).

Eftersom x &dr en randpunkt &dr

B(a,r)" B(x,s) %0

dirfor existerarett ye B(a,r) N B(x,s)
|y—a| <r och |y—x| <s<r.

Denicke - arkimediska egenskapen ger

|x - a| < maxﬂx - y|,|y - a|}< max{s, r} =r.

Alltsa xe€ B(a,r).

Eftersom alla randpukterna i B(a, r) tillhor

B(a,r) sa maste B(a,r) varasluten. VSB
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iv) Om r # 054 #r den slutna bollen B(a, ) bade sluten och 6ppen.
Bevis

Antag att xe B(a,r),da ir |x - a| <r.

Tag ett s sd att 0 < s < r och betrakta den 6ppna bollen B(x, s),

tagnuett y€ B(x,s),da 'eir|y - x| <s.

Denicke - arkimediska egenskapen séger att

|y - a| < maxﬂy - x|,|x— a|}£ max{s, r}: r.

Alltsé ye B(a,r).

Alltsa har vi visat att B(x, s) < B(a,r),

dvs B (a,r) ir bade 6ppen och sluten.

V) Oma,be F och r,se R,

sa B(a,r) N B(b,s) # 0 om och endast om

B(a,r) c B(b,s) eller B(a,r) > B(b,s)

Dvs. tva 6ppna bollar ér antingen skilda at eller inneslutna i varandra.
Bevis

Antagattr <s

om skdrningen ej dr tom sa
existerarett c € B(a,r) N B(b,s)
Da vet vi fran i) att
B(a,r)=B(c,r) c B(c,s)=B(b,s)

Vi) Oma,be F och r,seR,

s& B(a,r)N B(b,s)#0 omm

B(a,r)c B(b,s) v B(a,r)> B(b,s)

dvs. tva slutna bollar r antingen skilda at eller inneslutna i varandra.
Bevis

Se v) och ii).

Exempel som beskriver olika bollar for p-adiska absolutbelopp pa Q.

E(O,l) = {% ra,be Z, ‘% < 1} ;sluten boll radie 1 runt O
P

. a —-v, (a
Vi vet att |— b/

p

|a/b|p£l e v,(a/b)20 < plb.

\%
Alltsd B(0,1) = {% ca,beZ,pl b}.
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a

B3 := {% abeZ. |

< 1}. ;sluten boll radie 1 runt 3

p

Dafirvi |2-3 <1 & %%—3)20 s plb
P

a a-—73b

4 3= 1b.

b b P

Alltsd B(3,1) = {% a,beZ,pl b}.

B3 = {% ‘a,be Z, ‘%—3

< 1}. ; Oppen boll radie 1 runt 3
P

Dafirvi |2-3 <1 o vp(%—3j>0 < plb
P
%—3=“‘b3b plboch pl(a—3b)

Alltsi B(3,1) = {% ca,be Z, plboch pl(a— 3b)}.

Vilka heltal tillhor denna boll?
Laitb=1 = pla-3 = a=3(modp).

Exempel
B(0,1) kan skrivas som en disjunkt union av 6ppna bollar

B(0,)=B(0,)) UB(,1)UBR,HU...uUB(p-11).

Den slutna bollen r alla brik a/b dir p | b.

Betraktaa,a—b,a—2b,...a—(p—1)b

exakt en av dessa dr delbar med p ty det &r p st heltal och om 2st skulle vara kongurent
modulo p sa maste p dela skillnaden mellan dessa tva och da skulle p | b, vilket p ej gor.
Menom pla—ib sa

a a—ib

b
da ligger a/b i den 6ppna bollen B(i,1) center =i och radie = 1.

<1

Eftersom exakt en #r delbar med p sa maste unionen var disjunkt.



Exempel
Om vi tar det 5 - adiska absolutbeloppet pa Q,

da ir B(1,1) = B(1,1/2) = B(1,1/5).
For att visa detta far vi helt enkelt rikna ut alla bollar och sedan jamfora svaren.

B(,1):= {% ‘a,be Z, ‘%—1

< 1}. ; Oppen boll radie 1 runt 1
5

Dafarvi |[2—1] <1 & v5(2—1)>00m51b
b, b

a a—b

——1= 51b men Sla—b.

b b

Alltsd B =42 a.be 7|2
b b

<1,51b}.

5

Lat b=1dadr5la—1vilket geratt a =1 (modS5).

a

B 1,l = g:a,beZ, —
2 b b

<1/ 2}. ; Oppen boll radie % runt 1
5

Dafarvi -1 <12 o 2= (1 o v5(2“;2bj>00m51b
5 5

2“;2” 51b men 512a—2b.

Alltsd B[ 1,2 ]=1% abez |4 <1/2,51b"

2)7 b b,
Lat b=1daar512a—2 vilket ger att a =1 (mod5).
E(l,lj:: g:a,be Z,g <1/5%. ;Slutenbollradiel runt 1
5 b bl 5

Dattrvi £ -1 <15 & Sa=3hl VS(Sa_SbJZOOInS}b
5 5

5“;5” 51b men 515a—5b.

a

Alltsd E(l,lj =1%. 4 bez,
5 b b

5

Lat b=1daér515a -5 vilket ger att a =1 (mod5).

31/5,5;19}.

Att svaret blir det samma for | |, <1, | |, <1/2 och| |, <1/5 beror p att det 5 - adiska

absolutbeloppet endast kan anta viarden for 5" dirne Z.
Alltsd ..., 25,5,1,1/5,1/25, ...
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3. P-adiska tal

Vi ska i detta kapitel definiera absolutbelopp pa Q samt redogora lite kort for Q,, och Z, samt
med hjilp av Hensels lemma visa hur litt det &r att se om ett polynom har rétter i Z,.

3.1 Absolutbelopp pa Q
Definition 3.1.1
Tva absolutbelopp | | | och| | , paen kropp F kallas ekvivalenta om de definierar samma

topologi pa F, alltsa varje miangd som dr Oppen med hénsyn till den ena dr dven 6ppen med
hinsyn till andra.

Definition 3.1.2
Vi definierar | L, som det vanliga absolutbeloppet.

Sats 3.1.3 (Ostrowski 1893-1986)
Varje icke-trivialt absolutbelopp pa Q &r ekvivalent med ett av absolutbeloppen | |p , ddr p &r

ett primtal eller p =co.
Bevis:
Se p-adic numbers, Fernando Q. Gouvea.

Produktformeln 3.1.4
Foralla xe Q har vi att

1K, =1

psee

p < oo innebir att vi tar alla primtal pa Q inklusive " primtalet" co.
Bevis

Lat x vara ett heltal, som vi kan faktorisera som

X = iplal X Py~ X kaak
|x|q = omg#p, i=L2,..,k
da far vi x| = p,™ i=12,..k

|x|m =p" xp," x..xp"

Lat x vara ett rationellt tal, dvs x =a/b a,be Z b+#0

da far vi
a H|a,, 1
= = =-=1
%], = 11w, =
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Exempel

-50

X =

Dé har vi |4 = 50/7°.

Viborjarmed p=2 |x|, =1/2 (komihagatt[x| = ")
A, =1
[, =1/5°
o, =7
A, =1
|)C|13 =1. ;alla nistkommande | |p =

50
All _1 Ix—x7*x1x1 Ix==1.
tsaH|x| ><>< - X7 XIX1X.. ><><7

pSeo

Notera att om c inte dr ett primtal utan endast ett positivt heltal storre &n 1 som vi anvénde oss
av tidigare i sats 2.1.7 sidan 23 sa skulle inte produktformeln gilla.

3.2 Komplettering

Vi ska nu definiera Q, men for att gora detta maste vi forst definiera foljande:
(For en utforligare definiering av Q) se boken p-adic numbers kapitel 3.2, har hir endast
presenterat de viktigaste definitionerna.)

Definition 3.2.1
| = | |p vara ett icke - arkimediskt absolutbelopp pa Q. Vi definierar C (eller

C,(Q) om vi vill poéingtera p och Q), méngden av alla Cauchy foljder av elementiQ :
C=C,(0)= {(xn ): (xn ) dren Cauchy f6ljd med hénsyn till | |p}

Addition och multiplikation definieras som

(x,)+(y,)=(,+y,)

(x,)(y,) = (x,y,)

vilket gor att C dr en kommutativ ring.

Definition 3.2.2
Videfinierar N ¢ C till att vara idealet

N={x,):x, >0}= {(xn ): lﬂ'xnh = 0}

av foljder som med hénsyn till absolutbeloppet | |p gar mot noll.
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Definition 3.2.3
Vi definierar kroppen av p - adiska tal till att vara kvoten av ringen C med dess maximala

ideal N :

0,=9,

(Bevis se Abstrakt algebra sats 14.33 sidan 320)

Definition 3.2.4
OmAeQ , arettelementiQ ,och (xn )‘air en Cauchy f6ljd som representerar A,

sa definierar vi |/1|p =1lim

n—oo

X
mlp

Sats 3.2.5
For alla primtal p € Z existerar en kropp O, med ett icke - arkimediskt absolutbelopp | |p ,s.a:

i) det existerar en inbdddning Q — @, och att absolutbeloppet| |p pa Q via denna

inbdddningen &r det p - adiska absolutbeloppet.

ii) bilden av Q under denna inbdddning &r titi Q.

iii) Q, dr fullstindig med héinsyn till absolutbeloppet | |p.

Bevis
Se p-adic numbers, Fernando Q. Gouvea.

Sats 3.2.6

Dé x, € Q,,, dd konvergerar Z)cn om och endast om |xn|p —0 dan — oo,

n=l1

Bevis

N
Antagatt |x, |p — 0 ochlatd, = an
n=1

omM >N sdir
Ay —/1N|p =|xyu + Xyi +...+xM|p <

< maxﬂxN+1 oo |xM|}—> 0 da N — oo

xN+2

’

Exempel

i p" konvergerar ty ‘ p"

n=0

I'sjdlva verket vet vi att Zp" = % (ly (1 - p)z p" = IJ
-p

n=0

1 :
=——>0dd n—eo.
Pop
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Om vi fortsitter med att utforska kroppen Q) s ser vi att.

Lemma 3.2.7
Forallaxe Q,, x # 054 finns det ett heltal v , (x) sé att |x|p =p

=V, (x)

Eftersom Q, ir en kropp med en icke-arkimedisk valuation sa ger det oss foljande
valuationsring.

Definition 3.2.8
Ringen av p - adiska heltal dr valuationsringen

Z, ={xe o, :|x|p Sl}

3.3 Hensels lemma

Med hjilp av Hensels lemma kan man ganska litt bestimma om ett polynom har rotter 1 Z,
och i sa fall vilka de ar.
Hensels lemma bygger pa Newton-Raphsons metoden for att 16sa ekvationer.

Newton-Raphsons metoden dr en numerisk metod for att hitta en rot till en ekvation F(x)=0.

an = xn - M
Flx,)

Da den p-adiska analysen pa manga sitt dr littare dn den reella analysen sa visar Hensels
lemma ganska litt om ett polynomen har rotter i Z,.

Hensels lemma 3.3.1
Lat F(X)=a, +a,X +a,X* +...+a,X" varaett polynom med koefficienter i zZ,,

antag att det finns ett p - adiskt heltal ¢, € Z , s.a
F(e)=0 (modpZ))

F(a)#0 (modpZ,).

Dd existerar det ett unikt p - adiskt heltal € Z, s.a
a=qa, (modpZ))

F(ax)=0
Bevis
Se p-adic numbers, Fernando Q. Gouvea.
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Exempel
For att undvika jobbet med att hitta inverser till tal sa tar vi ett exempel som vi redan har
raknat ut.

x* =2 (mod7")

Dar vi fick 16sningen : 3,10,108,2166,4567, ... (se sidan 7)
och 4,39,235,235,12240,...

Vi ska soka 16sning for F(x)=x-2 i Z,

F(x,)=0 (mod pZ,).

Alltsa xl2 =2 (mod7) vilket ger att x, =3eller4 (mod7).

Tag x, =3

F(x)=x>=2 F'(x)=2x

F(3)=0 F’(3)=6#0 villkoren fér Hensel's lemma ér alltsa uppfyllda.

Om vi nu anvinder oss av Newton-Raphsons metoden sa far vi

il =X, F,(x”) =x, - x, =2 = X, +2 (mod 7™")
F(x,) 2x, 2x,
x, =3geratt:
=22 1 a0,
2x3 6

Alltsd 6x, =11 (mod49).
Eftersom vi tidigare har riknat detta vet vi att
x, =10 (mod49) ;6x10=11 (mod49)
vilket ger att :
X, = 102—+2 = 102 = ol (mod 343).

T 2x10 20 10
Alltsd 10x, =51 (mod 343)
x; =108  (mod 343) ;10108 =51  (mod 343)
OSV.

Kvadratisk reciprocitet
Med hjilp av kvadratisk reciprocitet kan man ganska litt se for vilka p 1 Z, en kvadratisk
ekvation har 16sningar. Da maste vi forst titta pa Legendresymbolen.

Def 3.3.2 Legendresymbol (Taget fran Wikipedia)
Legendresymbolen definieras som foljer:
Om p ir ett udda primtal och a &r ett heltal, sa dr Legendresymbolen
0 om pla.
(EJ =<1 om a ir en kvadrat (mod p), dvsdet finnsett ks.ak’*=a (mod p).
p
1

om a inte dr en kvadrat (mod p).
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Def 3.3.3 Kvadratisk reciprocitet (Gauss) (Taget fran Wikipedia)
Om bade p och ¢ ér tva olika udda primtal sa dr

(sj ( % j = (1)l e

Da ar

(ﬁj = (EJ om en eller bade p och g dr pa formen4k +1,k e Z
q p

(ﬁj = —(ij om bade p och g dr pa formen4k +3,ke Z
q p

Exempel

Vi ska nu underséka om F(x) = x> —5 négon losning i zZ,.
Enligt Hensels lemma behover vi endast titta pa dessa 2 kongruenser

F(x)=x"-5=0 (mod p)

F'(x)=2x,#£0 (mod p) (Uppfyllt ty 2x # p, p #2)
Vi kan alltsa fraga oss om ekvationen
x> =5 (mod p)

har nagon 16sning x i Z.

Detta kan 16sas med hjélp av kvadratisk reciprocitet for att

(EJ(EJ =(- 1)(” o eftersom 5 kan skrivas pa formen 4k + 1
4

sa ar (ﬁ) = (ij da far vi att
5 p

x*=p (mod5) 1P=1, 2°=4, 3*=4, 4°=1
p=t1 (mod)5) ;—1=4 (mod5).

Alltsa har vi visat att for alla primtal p med
p=11 (mod5)harx*=5 (mod p)enlosning.

Dvs. 16sning finns for p =11, 19, 29, ...
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